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Vorwort

Das vorliegende Werk ist das zweite, das innerhalb dieses Projektes fertiggestellt wurde.
Algebra auf der Mittelschulstufe befasst sich vor allem mit dem Losen von Gleichungen mit
speziellem Gewicht auf den Polynomen. Friiher sprach man auch vom Buchstabenrechnen als
Erweiterung des Rechnens mit Zahlen, das man Arithmetik nennt. Quadratische Gleichungen
kommen sehr hdufig in anderen Zusammenhdangen vor.

Es gibt eine Korrespondenz zwischen Gleichungen und Funktionen. Wir haben hier aber
diese zwei Aspekte getrennt gehalten. Damit geht eine gewisse Wiederholung einher, die
nicht ganz ungewollt ist.

Den Stoff von niederer und hoherer Mathematik fiir die Matura muss man sich zirkuladr
aneignen, denn ein strikt linearer Aufbau ist nicht méglich. Man sollte den Stoff zweimal
zu durchlaufen, um alles verstehen zu kénnen. Natiirlich hat der Autor darauf geachtet, so
wenige wie moglich vorauszusetzen.

Auch hier konnen wir nur feststellen, dass es keinen einfachen Weg zur Mathematik gibt
entgegen moglicher anders lautender Werbung. Mathematik ist Arbeit fiir alle. Die Hart-
nackigen sind die moglichen Champions. Es ist nur ganz wenigen gegonnt, Mathematik im
Flug zu erlernen. Dies sollte eher motivieren als abschrecken. Arbeit bringt Friichte.

Viel Erfolg.

Feldmeilen, 6. Marz 2022 Claudio Franzett:

Organisationshilfe
* (oder blauer Text) bedeutet Stoff fiir das “erweitertes Niveau” geméss Reglement

** Zusatzstoff fiir besonders Interessierte
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Kapitel 10

Lineare Gleichungen, Ungleichungen, Betrag

10.1 Begriffe

Wir beginnen mit einer Definition. Natiirlich wissen wir, dass eine Gleichung wie eine Waage

funktioniert, die man im Gleichgewicht halten muss.

Definition 1. Eine Gleichung ist eine Aussage liber die Gleichheit zweier Terme, die mit
Hilfe des Gleichheitszeichens (“=") symbolisiert wird. Formal:

T =T,

wobei der Term T; die linke Seite und der Term T, die rechte Seite der Gleichung genannt

wird.

Gleichungen konnen verschiedene Be-

deutungen haben. Zum einen kénnen sie Th T2
“Identitaten” meinen, also wie in a = aq,

die immer wahr sind. Zum anderen kon-

nen sie eine Bedingung fiir Variablen A

darstellen, so dass die richtige Belegung

der Variablen die Gleichung wahr macht. Diese Variablen sind die Losungen der Gleichung.

Diser Typ Gleichung nennt sich Bestimmungsgleichung. Gleichungen konnen auch unwahr
sein, z.B. 0 = 1. Wenn sie immer falsch sind, nennt man dies einen Widerspruch.

10.1.1 Aquivalenzumformung

Definition 2. Eine Aquivalenzumformung ist die Umformung einer Gleichung bzw. Unglei-
chung, die den Wahrheitswert der Aussage unverandert lasst. Zeichen <.

Anmerkung 10.1. Die Aequivalenzumformung betrifft linke und rechte Seite der Gleichung.
Wenn nur eine Seite umgeformt wird, spricht man von Termumformumg.

10.2 Beispiel Die Gleichung x + 5 = 7 wird mit der Aequivalenzumformung —5, auch mit
einem Strich gefolgt von der Operation dargestellt,

X+5=7 |—5

10-0
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zu x = 2. Somit kann man schreiben:

x+5=7) (x=2).

Eigenschaften 10.3. Aequivalenzumformungen von Gleichungen

e Addiere oder subtrahiere dieselbe reelle Zahl zu oder von beiden Seiten der Gleichung,

e multipliziere oder dividiere beide Seiten der Gleichung mit oder durch dieselbe reelle
Zahl (ungleich Null),

e Krsetze beide Seiten durch ihr Reziprokes.
e Wende eineindeutige Funktion an.

10.4 Beispiel

1 1 a b
a=b & a+c=b+c & - == & - =—.
a b c c
Die Variablen a, b etc. vertreten Terme, die etwa so aussehen konnten:
six—N=20-1+3 o c-k@x—n}:c[mx—n+ﬂ
2 2
1

o A+P5w4ﬂ:A+Pu—n+ﬂ

Eigenschaften 10.5. Aequivalenzumformungen von Unleichungen
o Addiere oder subtrahiere dieselbe reelle Zahl zu oder von beiden Seiten der Ungleichung,

e multipliziere oder dividiere beide Seiten der Gleichung mit oder durch dieselbe positive
reelle Zahl,

e multipliziere oder dividiere beide Seiten der Gleichung mit oder durch dieselbe negati-
ven reelle Zahl und andere die Ordnungsrelation,

e Hrsetze beide Seiten durch ihr Reziprokes und andere die Ordnungsrelation.

10.6 Beispiel

N

S| =
ole

/AN
o|lc

Q=

a>b & at+c>b+c &

<

Anmerkung 10.7. Wir unterscheiden von der Aequivalenzumformung (AU), bei der beide
Seiten gleichzeitig transformiert werden, die Termumformung (TU), bei der nur ein Term
auf einer Seite transformiert wird. Man konnte fiir AU schreiben
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10.1.2 Gewinn- und Verlustumformung

Gewinn- und Verlustumformung sind keine Aequivalenzumformungen.

Definition 3. Eine Gewinnumformung ist eine Umformung, bei der Losungen hinzukommen
konnen. Man nennt diese falschen Losungen Scheinlésungen.

Wichtig 1. 2, Losungen nach Gewinnumformungen miissen durch Testen eliminiert werden.
Gewinnumformungen sind erlaubt. o

Wie entstehen Scheinlosungen? Hier die zwei verantwortlichen Verfahren.

Gleichung Ungleichung
1. BErweiterung des 1. Erweiterung des
Definitionsbereiches der Funktion Definitionsbereiches

2. Anwenden einer nicht -
eineindeutigen Funktion (z.B.
Quadrieren)

10.8 Beispiel Das Quadrieren ist das beriihmteste Beispiel. Wenn x = —2 ist und wir formen
um, indem wir beiderseits das Quadrant nehme, so resultiert x> = 4. Nun wissen wir, dass
Vx4 = +2 ist. Die +2 ist eine Scheinlosung. Anstelle des Aequivalenzpfeils < schreibt man
nur:

(x=-2)= (x* =4) & (x = -2)
Definition 4. Bei einer Verlustumformung gehen Losungen verloren,

Wichtig 2. Verlustumformungen sind nicht erlaubt. .

Wie kann es zu Verlustumformungen kommen? Hier ein paar Hinweise.

Gleichung Ungleichung

1. Binschranken des 1. Einschranken des

Definitionsbereiches der Funktion Definitionsbereiches

2. Falsches Anwenden von 2. Falsches Anwenden von

Rechengesetzen Rechengesetzen

- 3. Das Anwenden einer nicht
streng monotonen Funktion

Fiir Ungleichungen miissen Umformungen mit streng monotonem Verhalten angewendet
werden. Streng monoton heisst, entweder steigend, dass f(x) > f(y) wenn x > y oder fallend,
wenn f(x) > f(y) wenn x < y gilt. In diesem Fall muss man das Ungleich-Zeichen umdrehen.
Die Funktion f(x) = —x ist eine Multiplikation mit (—1). Sie ist streng monoton fallend, das
Zeichen muss man umdrehen.
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10.2 Lineare Gleichung

Die sogenannte lineare Gleichung ist die einfachste aus einer grossen Familie von Gleichungs-
typen.

Definition 5. Eine lineare Gleichung einer Variablen x kann als
a-x="b

geschrieben werden, wobei der reelle Koeffizient a # 0 und a und die reelle Grosse b nicht
von x abhangen.

Anmerkung 10.1. Die Form ax = 0 nennt man homogen.
Anmerkung 10.2. In einer linearen Gleichung ist der Exponent der Variablen x gleich 1.

Anmerkung 10.3. Eine lineare Gleichung mehrerer Variablen, z.B. von x, y und z, hat folgende
Form:

ax+by+cz+d=0 oder arx]+axx2+...+anxx +ap =0
Mit einer Gleichung kann man nicht alle Variablen bestimmen.

10.4 Rezept Die lineare Gleichung wird gel6st, indem man x isoliert:

(1) Bringe alle Terme, die x enthalten auf eine Seite, alle anderen auf die andere Seite.

(2) Bestimme den Koeffizienten von x und dividiere beide Seiten durch ihn.

10.5 Ubung Wir 16sen nach x in der Gleichung 3x — 6 = 7x + 4. Wir entschliessen uns, alle
Terme mit x nach links und alle anderen Terme nach rechts zu bringen. Gemass den Regeln
fiir die Aequivalenzumformung diirfen wir auf beiden Seiten addieren und subtrahieren. Wir
subtrahieren, so dass auf der rechten Seite die x-Terme verschwinden. Dies gelingt mit —7x.
Links folgt dann 3x — 6 — 7x = —4x — 6 und rechts 7x — 7x +4 =4, also

3x—6=7x+4 & —Ax —6=4
Jetzt addieren wir beidseits 6, so dass auf der linken Seite nur noch Terme mit x stehen, also
—4Ax—6=4 & —4x =10

Jetzt haben wir die Form ax = b. Wir dividieren beide Seiten durch —4 und erhalten

10
—4x =10 & =——.
X X 7
Falls man nur einen Term umformt, spricht man von Termumformung. Hier konnte man
anstatt —10/4 auch —5/2 oder —2.5 schreiben. <

10.6 Ubung Wir 16sen die Gleichung a(4 —y) = 8y nach y auf. Zuerst Termumformung links
a(4—y)=4a—ay =38y
Dann Aequivalenzumformung mit Addition von ay

4a —ay =8y & 4a =8y +ay
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Termumformung rechts, d.h. y ausklammern
4a =8y + ay = 4a=y(8+a)

Division durch (8 + a) beidseits und Seiten vertauschen

4a
+a

4a=y(8+a) & y=g
<
.. 3x—1 .
10.7 Ubung Gesucht ist x aus x = xv50 + 4. Bruch beseitigen mit AU |- 2 und

Termumformung rechts (ausmultiplizieren)
3x—1

2
Zuerst alle x-Terme nach links mit AU | — 2xv/50 und dann AU |+ 1

3x —1=2xV50 +8 & 3x—1—2xV50=28 = 3x—2xV50 =8 + 1

=xV50+4 & 3x — 1 =2(xV/50 +4) & 3x—1=2xV50+38

Termumformungen beiderseits und Division durch |+ (3 — 2v/50:
9
3x — 2xV50 = 8 + 1 s x(3—2v50)=9 s x= .
3—2v/50
<
10.8 Ubung Wir schreiben die Aequivalenzumformung nun einfach neben die Urspungsglei-
t
chung. Wir suchen t aus 3 — 1.7t = 1
t
—1.7t=- -4
3 ) |
12—-68t=t | + 6.8t
12 =7.8t | =7.8
12
t=—-—=1539
7.8
Anstatt % konnte man auch % schreiben und kiirzen 17280 = % = %) <
10.9 Ubung Gesucht ist x aus
a’x —b? B a(b — ax) E 4

a b a
Wir notieren, dass a # 0 und b # 0 sein darf. Der Hauptnenner ist ab, mit dem multipliziert
wird.

a?x — b? - a(b — ax) bi2 B
a b a
b(a?x —b?) — a(a(b — ax)) + b(b?) = a’b Tu
a’bx — b3 — a?b + a3x + b3 = a?b [TUu
x(@®b+a®)—b3—a’b+b3=d’b [TU

x(a?b + a?) — a?b = a?b |+ a’b

a |- ab

x(a?b + a3) = 2a%b | = (a®?b + a?)
2a’b
= a?b + a3 mu
‘ 2b
 b+a
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Zu den linearen Gleichungen gibt es auch haufenweise Textaufgaben. HEine Illustration ist
die folgende.

10.10 Ubung Zwei Zahlen verhalten sich wie 3 : 7. Dividiert man die zweite durch die erste,
so erhalt man 2 Rest 7. Wie heissen die beiden Zahlen? Wir nennen die Zahlen a und b. Aus
der ersten Angabe folgt a:b =3:7. Das ist dquivalent zu 7a = 3b. Sodann ist b/a=2+R
oder korrekt b = 2a+ 7 oder dquivalent 3b = 6a+21. Anstatt 3b setzen wir 7a und erhalten
7a =6a+ 21. Daraus a = 21 und damit folgt b =49. Zur Kontrolle 49/21 =2 + R5. <

Beliebte Aufgaben zu linearen Gleichungen beinhalten Geschwindigkeits - und Léangen-
Probleme. Dies erklart sich aus der physikalischen Formel fiir die Geschwindigkeit v, der
Strecke s und der Zeit t gemass

s=v-t

Haufig wird v auch als Durchschnittsgeschwindigkeit bezeichnet.

10.11 Ubung Bei einem Skilanglauf startet der spitere Sieger 1.5 Minuten hinter dem
Meister des vergangenen Jahres. Nach wieviel Kilometern iiberholt er diesen, wenn seine
Durchschnittsgeschwindigkeit 5 m/s und die des zu Uberholenden 4.8 m/s betragt?

Wenn sie sich treffen, wird der erste Laufer t lang gelaufen sein und der zweite t, =t — 90
in Sekunden. Die Strecke ist gleich, also s =vq - t; = v - t2 = va(t7 — 90). Damit gelangen
wir zur linearen Gleichung 4.8t = 5(t — 90). Umgeformt (5 —4.8)t = 450 und t = 2250.
Damit ist s = 2250 - 4.8 = 10800, also 10.8 Kilometer. <

10.12 Ubung Die Mutter eines Schiilers ist viereinhalbmal so alt wie ihr Sohn. Beide zusammen
sind 27 Jahre jiinger als der einundsiebzigjahrige Grossvater des Schiilers. Wie alt sind Mutter
und Sohn?

Wir bezeichnen das jeweilige Alter mit S und M. Es gilt M =458 und S+ M =71-27 =44
oder S +4.5S = 44 und 5.5S = 44. Daraus S = 44/5.5 = 8. Der Sohn ist 8 Jahre alt, die

Mutter 36 (=4.5-8). <
10.13 Ubung Auf einem Schiff befinden sich 26 Schafe und 10 Ziegen. Wie alt ist der Kapitan?
Viele Grundschiiler sind der Meinung, der Kapitan sei 36 Jahre alt. <

10.14 Ubung Wir 16sen die Gleichung nach y auf: 8yv/3 + 1 =7 —/12(5 —y). Es ist:

8yv3i+1=7—V12(5—y) |TU
SyvVi+1=7-5/12+yv12 |—-yV12
SyvVi—yvi2+1=7-5/12 |—1
8yv3i—yviz=6—-5V12 [Tu
y8v3—v12)=6—-5V/12 |+ (8V3—V12)

 6-5V12
YT 3_ V2

10.3 Lineare Ungleichungen

Der Unterschied bei der Umformung von linearen Gleichungen und Ungleichungen besteht
im Unterschied der Aequivalenzumformungen, wie sie in den Eigenschaften 7?7 und 10.5
beschrieben sind. Also in der Umkehrung der Ordnungsrelation, z.B. < bei Multiplikation
oder Division mit einer negativen Zahl. Da bei der Buchstabenrechnung mit Variablen der
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Wert nicht oder noch nicht bekannt ist, muss man eine Fallunterscheidung vornehmen. Fall
1: der Divisor oder Faktor ist positiv, Fall 2: er ist negativ.
Ordnungsrelationen kénnen auch mehr als zwei Terme umfassen, also z.B. a < x+b <4x+1.
Dann kann die Losung aus mehreren Intervallen bestehen.

. 7—38
10.1 Ubung Es liegt die folgende Ungleichung an: x

> 4x + 1. Gesucht ist die Losungs-
menge von X.

’ 28 > 4%+ 1 |-2
7—8x>=2(4x+1) Tu
7—8x>8x+2 | —7
—8x >8x—5 | — 8x
—16x > —5 |- (=1)
T16x <5 =16
x < 5/16
Man beachte die Anderung der Relation. Als Intervall geschrieben: x € (—oc0,5/16). <

.. 7 —
10.2 Ubung Als néachstes betrachten wir 131 < —4q

betreffen hier 3 Terme und nicht 2 wie bisher. Aber es gibt nur einen Term mit der
Unbekannten.

< 6. Die Aquivalenzumformungen

3 7—q
- < ——<6 -2
S <6 |
§<7— <12 |—7
g7

§—7<— <5 |- (—1)

g s

7—§>q>—5 Tu
55>q>-5

Die Variable q liegt in (—5,5.5]. <

10.3 Ubung Wir betrachten die Ungleichung 2w —1 <4 —w < 6w+ 1. Die Variable w tritt in
allen Termen auf. Es ist also nicht moglich, die Variable zu isolieren. Es ist aber zulassig, die
mehrfache Ungleichung in zwei aufzuspalten, und dann die Losungen zusammen zu fiihren.
Wir betrachten somit 2w —1 <4 —wund 4 —w < 6w + 1.

2w—1<4—w | +w
3w—1<4  |+1
3wg5h |+ 3
5
< - =1.66
ws3
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Die zweite

4—w<o6w+1 [ +w,—1

4—-1<7w | +w,—1

4—-1<7w | +~7

w>§—0429
- =0.

Zusammen % >w> % oder w € (3/7,5/3]. <
10.4 Betrag

Es gibt mehrere Arten von Definitionen des Betrags (oder Absolutbetrags). Die eine ist der
Abstand auf der Zahlengerade eines Wertes vom Nullpunkt, die andere eine Fallunterschei-
dung. Fiir die Mechanik des Rechnens ist letztere vorzuziehen.

Definition 6. Der Betrag einer reellen Zahl x ist gegeben als

x firx>0
x| =

—x firx <O

Anmerkung 10.1. Der Betrag von x wird auch als Abstand von x auf der Zahlengerade vom
Nullpunkt definiert. Der Abstand zweier Zahlen x und c ist dann |x — c|.

Wichtig 3. Der Betrag |x| ist nie eine negative Zahl. =

Anmerkung 10.2. Wenn in einer Gleichung |x| gegeben ist, muss man fiir die Losung die zwei
Falle x und —x betrachten.

10.3 Ubung Wir betrachten den Ausdruck |7—>5|. Esist |7| = 7 und |5| = 5. Aber |7—5| = 2| = 2.
Das entspricht auch der Distanz von 7 und 5 auf der Zahlengerade. <

F'iir Betrage gelten eigene Rechenregeln, die wir hier angeben.

Eigenschaften 10.4. Betragsrechnung Es sind a, b und x reelle Zahlen und n ist eine ganze
Zahl.

e Produktregel |ab| = |a - |b]

e Potenzregel |[a™| = |a|™, falls a™ definiert

e Quotientenregel ‘%’ = :g:, fir b#0

e Dreiecksungleichung |a + b| < |a| + [b]

10.4.1 Betragsgleichung

Betragsgleichungen enthalten mindestens einen Term als Betrag. Aus der Definition wissen
wir, dass |x| sowohl fiir x als auch fiir —x steht. Um x zu finden, muss man deshalb |x| durch
+x ersetzen. Es entstehen zwei Gleichungen.
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10.5 Ubung Wir suchen die Losung, besser die Losungen, von |x + 3| = 5. Wir mochten den
Betrag los werden und miissen deshalb die zwei Félle betrachten: Fall 1: x + 3 = 5 und Fall
2: x +3 = —5. Fall 1 birgt die Losung x; = 2 und der andere Fall ergibt x, = —8. Das sind
die zwei Losungen. <

Wir notieren uns die Implikationen der Definition fiir die Gleichungen.

Eigenschaften 10.6. Betragsgleichungen
Es sind x, y und c reelle Zahlen.

e |x| = 0 genau dann, wenn x = 0.
e c >0, |x| = c genau dann, wenn x = ¢ oder x = —c.
e Fiir ¢ <0, [x| = c gibt es keine Losung.
e |x| = |y| genau dann, wenn x =y oder x = —y.
Fiir die Losung von Betragsgleichungen kann man folgende Strategie verfolgen
10.7 Rezept Losen von Betragsgleichungen
(1) Isoliere den Betragsterm, sodass die Form [x| = ¢ entsteht.

(2) Wende die Eigenschaften 10.6 an.

10.8 Ubung Wir 16sen folgende Gleichung: w = 1. Wir isolieren den Betragsterm:
3—ly+5
-t R .2
> |
3—ly+5/=2 |—3,-(—1)
ly+5/=1 |

Aufspaltung in zwei Gleichungen
y+5=1 und y+5=-1

Die beiden Losungen sind y; = —4 und y, = —6. <

10.9 Ubung Es ist gegeben |3 — xv/12| = [4x 4 1|. Wir miissen nichts umformen und kénnen
direkt die Eigenschaften anwenden, und das heisst hier die zwei Gleichungen formulieren:

(3—xV12)=@4x+1) und (3—xV12)=—(4x+1)
Die Terme mit x nach links, die anderen nach rechts fiihrt zu
—4x —xV12) = =2 und 4x —xV12) = —4
und weiter tiber
—x(4+V12) = =2 und x(4—V12) =—4

zu
2 —4
und X2

T4+ V12 T4-Vn2

X1
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10.10 Ubung Wir suchen die Lésungen von |w — 1| — 3|lw + 1| = 0. Die Produktregel besagt,
dass 3|w + 1] = |3|jw + 1| = |3w + 3|. Damit folgt

w— 1] = 3w + 3|

Daraus die zwei Gleichungen w — 1 = 3w + 3 und w — 1 = —3w — 3. Die Losungen sind
2w = —4, also wq; = —2 und 4w = —2 und wy = —1/2. <

10.4.2 Betragsungleichung

Angenommen wir treffen auf die Ungleichung |x| < 5. Mit der alternativen Definition als
Abstand vom Nullpunkt der Zahlengerade wird einsichtig, dass alle Punkte gemeint sind,
die eine kleinere Distanz als 5 aufweisen. Dies sind die Punkte x fiir die gilt —5 < x < 5. Fiir
eine Ungleichung [x| > 5 sind alle Punkte gemeint, die weiter als 5 vom Ursprung entfernt
sind. In positiver Richtung x > 5 und in negativer x < —5. Das sind zwei Intervalle (co, —5)
und (5, co). Vereint schreibt man (co, —5) U (5, o).

Verallgemeinernd findet man folgende Eigenschaften.

Eigenschaften 10.11. Betragsungleichungen Mit der reellen Zahl c gilt

Fiir ¢ > 0, [x| < c ist dquivalen zu —c < x < ¢

Fiir ¢ <0, x| < ¢ hat keine Losung

Fiir ¢ > 0, [x| > c ist dquivalen zu x < —c oder x > c.

Fiir ¢ <0, x| > c gilt fiir alle reellen Zahlen x

10.12 Rezept Losen von Betragsgunleichungen
(1) Isoliere den Betragsterm auf einer Seite der Ungleichung

(2) Wende die Eigenschaften 10.11 an.

10.13 Ubung Bestimmen wir doch % > —+/3. Wir betrachten den Ausdruck [2x + 1|
wie eine Variable, die wir isolieren, also

w > —v3 |- 4
4
4-22x+1|>-4V3 | —4,:2
—2x+1>-2v3-2 |TU
—2x+1>-2(V3+1) |- (-1)
2x+ 1/ < 2(V3+1)
Daraus ergeben sich die zwei Gleichungen 2x+1 < 2(v/3+1) und —(2x+1) < 2(v/3+1). Aus
der ersten folgt x < v/3+1—1/2. Aus der zweiten 2x+1 > —2(v/34+1) und x > —(v/3+1)—1/2.
Alles zusammen ergibt —(v/3 +3/2) <x < V3 +1/2. <
.- 8§—4
10.14 Ubung Zuletzt bestimmen wir | X| < e. Mit der Quotientenregel folgt
8—dx| [8—4x| e
3 3
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Mit [3] =3 und |8 —4x| = |4(2 — x)| = 4|2 — x| folgt

4
§|2—x|<e und |2—x|<%e

Daraus folgen die zwei Ungleichungen

3 3
2—x<Ze und x—2<Ze

und weiter
3 3
x>—(Ze—2) und X<Z€+2

und endlich zusammen
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Aufgaben
2.15 Bestimme die Unbekannte

(@ x—3=0 (b)14=x+14 (c)Zx:é (d x+3a=6a (e) ax+c=c
(3] aib:] () x—19=5x+23 (h) 3—4x=5—-2x—16 (i) 7x—10=15—(x — 14)

() x+Dx+7)=x+2)(x+3) (k) Bx—2)(2+3x)—[4—-5x—1)] -x =9
M) 152x+7)=0

15 (a) Wir addieren beidseits 3 und erhalten x = 3.
b) Wir subtrahieren auf beiden Seiten 4 und erhalten x = 10

c) Division durch 2 ergibt x = 1/5.

d) Subtraktion von 3a ergibt x = 3a.

f) Multiplikation mit a — b fithrt zu x = a —b.

g) Die Unbekannte isolieren fiithrt zu —10 — 23 = 4x und 4x = 33 woraus x = 33/4.

h) Terme mit x nach rechts, Zahlen nach links fithrt zu 3 —5+ 16 = —2x — 4x oder 14 = 2x woraus
x=7.

(i) Klammer aufheben: 7x — 10 = 15 — x + 14. Isolieren: 7x + x = 29 + 10 oder 8x = 39 woraus
x = 39/8.

(j) Ausmultiplizieren gibt )cZ +7x+x+7= )(Z + 3x 4 2x + 6, zusammenfassen 8x + 7 = 5x + 6 oder
3x = —1 woraus x = —1/3.

(k) Ausmultiplizieren 6x+9x? —4—6x—[4—5x+5] = 9x?, x* subtrahieren 6x —4—6x—[4—5x+5] = 0,
zusammenfassen —4 —4 +5x —5 =0 oder 5x — 13 =0, 5x =13, x = 13/5.

(I) Nach dem Nullproduktsatz muss entweder der eine Faktor oder der andere oder beide 0 sein. 15
ist nicht null, deshalb ist (2x + 7) = 0 und somit 2x = —7 und x = —7/2.

(
(
(
(e) Subtraktion von ¢ gibt ax = 0. Falls a # 0 ist, muss x = 0 sein.
(
(
(

2.16 Ebenso lose die folgenden Gleichungen
1

(@) 4x = 2x + 05  (b) 0.06 = 2x + 0.4 (c)§72:0.2 (d)§+%"+ﬁ:o
8x—15 3x-18 11 i 2 x—3 x45
€@ =5~ +—55 =2 O35 -5 ©@=73" 4\xf
79 105 . . 6— /3y

xV7 4 x-3

IR U T iy S

16 (a) 4x = 2x + 0.5 umgeformt (—2x) ergibt 2x = 0.5 geteilt x = 0.25.
(b) Minus 0.4 beidseits fithrt zu 2x = —0.36 geteilt durch 2: x = —0.18.
(c) Mal 5: x — 10 =1, daraus x = 11.
(d) Hauptnenner 20, multiplizieren: 5x —4x + 2 = 0 und x + 2 = 0 daraus x = —2.
(e)

(k) 4—(2x+1) =

Nenner sind 12 =3 -4 und 15 = 3 - 5. Deshalb linken Bruch mit 5 erweitern und rechten mit

5(8x —15)  4(3x+18) 40x —75)  12x+72)

4. =12 = 2 oder = 2 mit 60 multiplizieren 40x — 75 +
12x + 72 =120, vereinfacht 52x — 3 = 120 und 52x = 117 woraus x = 117/52.

24 24 24
(f) Hauptnenner bestimmem zu 24x, damit multiplizieren 3—; — 4—; = 2—: und kiirzen 8§ — 6 =x

2-12x  I12x(x=3)  12x(x+5)

und somit x = 2.

(9) Hauptnenner ist 12x, damit multiplizieren , kiirzen 24 =

4(x —3) — 3(x +5), ausklammern 24 = 4x — 12 — 3); —15 verei%?achen 24 = ix_ 27 und x = —3.

(h) Hauptnenner 2(x — 3)x. Entweder damit multiplizieren und kiirzen oder direkt {ibers Kreuz
multiplizieren (alles in einem Schritt fiir genau zwei Briiche), also 79 - x — 105 - 2(x —3) = 0.
Vereinfachen x(79 — 210) +210-3 = 0 oder —131x + 630 = 0 und 131x = 630 woraus x = 630/131.
(i) Ausmultiplizieren fiihrt zu 3x —4 = 2 — 4x 4 12. Unbekannte isolieren 7x = 18 woraus x = 18/7.
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(i) (Wurzeln sind auch nur Zahlen!) Mit 3 multiplizieren 3v/50y = 6 — /8y, y isolieren und
ausklammern 3v/50y + v/8y = 6 und y(3v/50 + v/8) = 6. Durch Vorfaktor von y dividieren
6

YT 350+ v3

(k) Wir multiplizieren mit 9, um den Bruch zu eliminieren 9 -4 — 9 - (2x + 1) = x\/7. Ausrechnen

6
36—18x—9 = x\/7, isolieren der Unbekannten 36 = xv/7+18x = x(v/7+18) und somit x = \ﬁi_ s

() Es hat genau 2 Briiche, so dass man ‘“lbers Kreuz” multiplizieren kann und dann nur die
Zahler beriicksichtigt. Damit 4(6x? +x —2) = (x — 3)(10x — 5), ausmultiplizieren 24x? + 4x — 8 =
10x? — 5x — 30x + 15. Gleichartige Terme, d.h. x und x?, zusammenfassen 14x? + 39x — 7 = 0 Das
ist zwar eine vereinfachte Gleichung aber keine lineare. Hier gehts nicht mehr weiter.

2.17 Lose nach x oder y etc. auf
@ cx—d=7d () rx—Ff=2f+x (c)Jgx—x=qg>—1 (d) ax—>b) =0

ax 4 2 X X
(e) gx rx+bx+ ()m am+a (g) 5x +ix+a 5 ()a 5 0
a X
0] =——  (j) acx/24+c=bex/2 (k) =1
T—y  T+y x+%

8d
e
(b) x-Terme auf eine Seite, Variablen auf die andere rx — x = 2f + f oder x(r — 1) = 3f. Daraus mit

3f
r—1°

17 (a) d addieren: cx = 8d, durch c teilen gibt die Lésung x =

r— 1 teilen: x =

(c) x ausklammern x(q — 1) = q? — 1. Daraus x = 9(%. Wenn die binomische Formel (q% — 1) =
(@q—1)(q+ 1) bekannt ist, kann man weiter vereinfachen zu x = q + 1.

(d) Nullproduktsatz: Faktoren miissen null sein. Also folgt entweder a = 0 (wollen wir ausschliessen)
und x — b = 0 und damit x = b.

(e) Alle g1leichartigen Terme sammeln: qx — rx —x = 1, x ausklammern x(q —r— 1) = 1, teilen

qg—r—1
(f) Alle Terme enthalten a, durch a teilen: x_ m+ 1, mit m multiplizieren x = m? 4+ m, fertig.
m
(9) Terme in x links sammeln: 5x — 3x = 2x = % — %. Durch 2 dividiern x = % — %

(h) Wenn eine Differenz 0 ist, mussen Subtrahend und Minuend gleich sein. D.h. entweder ist a = b,
dann kann x beliebig sein, oder a # b, dann gibt es keine Losung fiir x.

(i) Hauptnenner (1 —y)(1 +y) multiplizieren und Zahler gleichsetzen a(1+1y) = b(1 —y) ausmulti-
plizieren a + ay = b — by, ordnen ay + by =b — a oder y(a+b) =b — a, durch a + b dividieren

ergibt y = 211(31‘
(i) Mit 2 multiplizieren und durch c teilen: ax + 2 = bx, x-Terme auf eine Seite ax —bx = —2,
ausklammern x(a —b) = —2, durch a — b teilen x = —-2/(a—b) =2/(b — a).
b b b b
(k) Term links mit b/b erweitern: Lx) = 1 und M = 1, mit bx + x multiplizieren
e bx 4+ x
b(x + b )

b(x + b) = bx + x, ausklammern bx + b? = bx + x, bx subtrahieren b? = x oder x = b2.

2.18 Lose nach der fettgedruckten Variablen auf

(@) E=pgh (b)) pv=RT (c) E=m c2 (d)K:G% (e)T:%mvz
M) =3

8 @h=L (MT=F (@©@m=%5 (@?=G6" ()2="3
() U=2mnr

2.19 Eine Bambusstab der Lange 210 cm ist geknickt. Die Spitze des herabhdngenden Teils ist 60 cm
vom Boden entfernt. An welcher Stelle ist der Knick?

19 Die Stelle sei x (vom Boden gemessen). Es gilt x + (x — 60) = 210. Damit 2x = 270 und x = 135.
Denn 135+ 75 = 210.
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2.20 Ein Rechteck hat den Umfang von 380 cm. Die Breite ist um 26 cm kiirzer als die Lange. Berechne
Seiten und Fldche.

20 Es ist 1 = b + 26 und U = 21 + 2b. Eingesetzt U = 2(b 4 26) + 2b oder U = 4b + 52 sowie
380 — 52 =4b = 328. Daraus b = 324/4 = 82 und |l = 82 + 26 = 108. Die Flache ist 82 - 108 = 8856

cm2.

2.21 Vier aufeinanderfolgende Zahlen geben zusammen 666. Bestimme sie.

21 Die Zahlen sind x, x + 1, x + 2 und x + 3, zusammen 4x + 6. Dies solle gleich 666 sein. Also
4x + 6 = 666 und 4x = 660 woraus x = 660/4 = 165. Also sind es die Zahlen 165, 166, 167 und 168.

2.22 In einem Kifig sind Kaninchen und Hithner. Man zahlt 35 Koépfe und 94 Fiisse. Wieviele Tiere
pro Sorte sind im Kafig?

22 Es ist k die Anzahl Kaninchen und h die Anzahl Hithner. Man kann die Gleichungen aufstellen:
h+ k = 35 und 2h + 4k = 94. Die erste in die zweite Gleichung eingesetzt: 2(35 — k) + 4k = 94 oder
70 — 2k + 4k = 94 und 2k = 24 woraus k = 12 und damit h = 35— 12 = 23.

2.23 Ein Flugzeug legt eine 1250 km lange Strecke in zwei Etappen zuriick. Die erste fliegt es mit
einer durchschnittlichen Geschwindigkeit von 675 km/h und die zweite mit 800 km/h. Wie lange
sind die einzelnen Strecken, wenn die ganze Strecke in 1h 42 Min durchflogen wird?

23 Die Flugdauer ist insgesamt 1.7 h und setzt sich aus t; und t; = 1.7 — t; zusammen. Anderseits
ist eine Strecke s = v -t lang. Total gilt s = 1250 = s7 + s = vit7; +v2(1.7 — t1) und weiter 1250 =
675t1+800(1.7—t;). (Wir schreiben nur noch t.) Umgeformt 1250 = t(675—800)+1360 = —125t+1360.
Daraus 125t = 110 und t = 0.88 Stunden. Die andere Flugdauer ist t; = 1.7 — 0.88 = 0.82. Damit
ergeben sich die Strecken zu s; = 0.88 - 675 = 594 und s, = 0.82 - 800 = 656.

2.24 Ein Brunnen hat vier Zuflisse. Der erste braucht einen Tag fiir die Fiillung, der zweite 2, der
dritte 3 und der vierte 4. Wie lange brauchen sie zusammen?

24 Die taglichen Mengen sind umgekehrt proportional zur Dauer. Der erste hat einen Fiillmenge von

einem Brunnen pro Tag, der zweite 1/2 Brunnen pro Tag, der dritten 1/3 Brunnen pro Tag und der
vierte 1/4 pro Tag. Zusammen haben sie t in Tage. (t muss zwischen 0 und 1 liegen.) Die Gleichung
sieht also so aus: t(1+1/2+1/3+1/4) = 1. Wir machen Zwolftel, also t(12+6+4+3)/12 =1 oder
t(25)/12 =1 und t = 12/25, also rund einen halben Tag.

2.25 Lose folgende Ungleichungen

@3-4x>0 (b)7—(2-x <x+3 (0 =X

> x oder 2x +5 > 1

4t
(d) 675t>§ >t—2

25 (a) 3 —4x > 0 wird umgeformt zu 3 > 4x und 3/4 > x. Somit liegt x im Intervall (—oo, 3/4].
(b) Wir klammern aus und erhalten 7 — 2+ x < x4+ 3 oder 5+ x < x + 3. Es gibt kein x, das die
Ungleichung zu einer wahren Aussage macht. Deshalb ist x € @.
(c) Wir betracheten zuerst die erste Ungleichung, die man umformen kann zu 5 — 2x > 3x und
weiter zu 5 > 5x oder 1 > x. Die zweite ist auch 2x > —4. Zusammen gilt also fiir x: x € [—4,1).
(d) Wir trennen die Bedingung in zwei auf, nachdem wir mit 3 multipliziert haben, d.h. 18—15t > 4t
und 4t > 3t — 6. 1) umformen 18 > 19t und somit 18/19 > t. 2) t > —6. Daraus ergibt sich fiir die
Menge t: [ —6,18/19).

2.26 Lose die Betragsgleichungen
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@ Xl=6 (b) 25m+1—-3=0 @)SEM:
26 (a) Es folgt aus der Definition x = +6 = {—6, 6}

(b) Es gibt zwei Gleichungen: 1) 2(5m + 1) —3 = 0 und 2) —2(5m + 1) — 3 = 0. Die erste ergibt

10m+2—3 = 0 woraus m = 1/10. Die zweite gibt —10m—2—3 = 0 oder 10m = —5 und m = —0.5.

(c) Wir multiplizieren mit 2 und erhalten 5 — |x| = 2. Wieder gibt es zwei Félle: 1) 5 —x = 2 und 2)

5+ x = 2. Die Losungen sind x1 = 3 und x; = —3.
(d) Die zwei Gleichungen sind (2 —5z) = 5(z+ 1) und (2 —5z) = —5(z + 1). Die erste fithrt zu
2 —5z=>5z+45 und 10z = —3 woraus z = —3/10. Die andere 2 — 5z = —5z — 5 hat keine Losung.
Also ist die Losung z = —3/10.

1 (d) 2—52 =5z +1

2.27 Lose die Betragsungleichungen
(@) Bx—=5/<4 (b)) 3z+5/+2<1 () w=3|<3—w] (d)1<2Zw—-9/<3

27 (a) Zwei Ungleichungen, d.h. (3x —5) <4 und —(3x —5) < 4. Vereinfacht erscheint 3x < 9 und
x < 3 einerseits und —3x +5 < 4 oder —3x < —1. Mit (—1) mal genommen und die Relation
umgedreht, folgt x > 1/3. Damit gilt fiir x: x € [1/3,3].

(b) Zwei Ungleichungen: 1) (3z+5) +2 < 1 und 2) —(3z+5) + 2 < 1. Es folgt einerseits 3z+7 < 1
und 3z < —6 womit z < —2. Anderseits folgt —3z—5+2 < 1 und —3z— 3 < 1 sowie —3z < 4 und
—z < 4/3 woraus z > —4/3. Nun sind z < —2 und z > —4/3 nicht vertraglich, es gibt kein z, das
beide Ungleichungen erfiillt. Somit ist die Losung z € @.

(c) Wir bemiihen die Eigenschaften 10.11: |x| = |y| genau dann, wenn x =y oder x = —y. Daraus
folgt, dass die Ungleichung die Form a < a aufweist. Es gibt keine Zahl a, welche diese Bedingung
erfiillt. Die Ungleichung hat keine Losung.

(d) Es gibt zwei Falle: 1)1 < 2w —9 <3 und 1 < —(2w — 9) < 3. Die erste Ungleichung lésst sich
umformen als 10 < 2w < 12 und 5 < w < 6. Die zweite 1 < —2w+9) <3 und -8 < 2w < —6
und —4 < —w < —3 woraus 4 >w > 3.

0 34 5 6
IIIIII//III
27/
-
7
~//,
S
/
i

Die Losungsmenge ist w € ([3,4) U (5, 6]).



Kapitel 11

Quadratische Gleichungen

In diesem Kapitel behandeln wir Gleichungen, die einen quadratische Term aufweisen. Wir
wissen, dass man mit Wurzelziehen quadratische Terme wie x? auf VX2 = £x reduzieren
kann. Wir erinnern uns, dass das Wurzelziehen von geraden Potenzen zu zwei Losungen
fihrt, weshalb man das Symbol + eingefiihrt hat.

In Kapitel ?? haben wir quadratische Ausdriicke faktorisiert, z.B. 2x% + 5x — 3 = 0 auf
die Form (2x — 1)(x + 3) = 0 gebracht. Weil ein Produkt null ist, wenn jeder Faktor null
ist, wissen wir, dass die Losung dieser Gleichung die Losungsmenge I = {1, —3} aufweist.
Anderseits ist auch bekannt, dass die abgewandelte Gleichung 2x% 4+ 5x —4 = 0 schon nicht
mehr durch einfache Zahlen gefunden werden kann. Genau fiir diese Probleme, bendétigen
wir Werkzeuge, um die Gleichung zu l6sen.

Die allgemeine Form der quadratische Gleichung ist in der folgenden Definition gegeben.

Definition 7. Eine quadratische Gleichung ist eine, die als Term ein Polynom vom Grad 2
besitzt, also von der Form
ax? +bx+c=0

mit a # 0 ist.

Zu dieser allgemeinen Form der quadratischen Gleichung gibt es auch die sogenannte
Normalform.

Definition 8. Die Normalform der quadratischen Gleichung lautet
2 _
x“+px+q=0.

Die quadratische Gleichung enthélt ein Polynom, dessen Grad um eins hoher ist, ndmlich 2,
als bei der linearen Gleichung, d.h. 1.

11.1 Spezialfille

11.1.1 Reinquadratische Form b =0

Die reinquadratische Form liegt vor, wenn der lineare Term in X, also bx oder px fehlt. Damit
vereinfacht sich die quadratische Gleichung zu (a # 0):

ax’+c=0 oder x*—e=0.

11-0
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Ist e eine reelle Zahl und gilt e > 0, dann hat die transformierte Gleichung
x“=e

die Lésungen x; 2 = +y/€ oder mengenmissig L = { /e, —v/2}.

Gilt e > 0 nicht, ist also e < 0, dann gibt es keine Losung als reelle Zahl, weil fiir diese
Zahlenmenge \/(—a?) nicht definiert ist. (Wir schreiben hier ein Quadrat, um klar zu
machen, das der Radikand —(a?) eine negative Zahl ist.)

Reinquadratisch ist auch die Form

(x—d)>—e=0 oder (x—d)?=e.

Hier ergibt sich die Lésung zu:
X12=d=* Ve.

11.1.2 Fehlendes konstantes Glied c = 0

Aus der Gleichung
ax? 4+ bx =0

ergibt sich durch Ausklammern
x(ax +b) =0,

d. h. mit dem Produkt-Null-Satz muss x = 0 oder ax + b = 0 gelten. Die beiden Losungen

lauten also x; =0 und x, = —%.

11.2 Quadratische Erganzung

Die quadratische Erganzung nutzt die Tatsache aus, dass man die Gleichung aquivalent
lasst, wenn man einen bestimmten Term addiert und subtrahiert. Zuerst bringen wir die
Gleichung ax? + bx + ¢ = 0 in die Normalform, indem wir beide Seiten der Gleichung durch
a teilen. Wir erhalten
5, b c
x“+ —x+ —=0.
a a

Nun addieren und subtrahieren wir eine Variable k
b
Xt oxtk—k+ <=0
a a
Die drei ersten Terme sollen eine Quadrat bilden:

b
X2+ —x+k—k+c=0
-
(x +m)?

Jetzt wahlt man k so, dass die drei ersten Terme der Gleichung ein Quadrat bilden nach dem
Muster (x +m)? = x? + 2mx + m?. Wenn wir die Koeffizienten der Quadrate vergleichen,
folgt:

ZmzP oder m:3 und
a 2a

m? =k und somit k= (—
2a
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Daraus folgt m = % und k = (2%)2. Wieder eingesetzt folgt:

b.2 b.2 c
(et ag) G g =0
b 2 b.2 ¢
(20 =) ¢

Auf der linken Seite steht ein vollstandiges Quadrat, auf der rechten Seite kommt die Variable
x nicht vor. Nun ziehen wir auf beiden Seiten die Wurzel:
b b )2 . c

7—:l: -
x + (2a

2a a

Jetzt isolieren wir noch x:
b b
+ i~

=727V ) T
und noch gleichnamig;:
— —b £+ Vb2 —4ac

2a
Da x wegen der zwei Wurzeln (+-Zeichen) aus zwei Losungen besteht, schreibt man auch

x1,2 fiir {x} = {x1,%x2}.

Formel 11.1. Quadratisches Erganzen

= (2 7' (3)'

11.2 Ubung Der Ausdruck x? + 3x soll ergianzt werden. Nach der Formel muss gelten:
x2 +3x = (x +3/2)2 —9/4. Und x? — 10x? Einfach

x? —10x = (x — 5)% — 25.

<

11.3 Ubung Wir l6sen die Gleichung 3x? — 24x 4+ 5 = 0 durch quadratisches Erginzen. Im
ersten Schritt bringen wir die Gleichung auf Normalform, d.h. der Koeffizient von x? wird 1:

5
X2 —8x+ > =0

3
Da —8x dem Term mx von (x + m/2)? entsprechen soll, ist m = —4 und deshalb x? — 8x =
(x —4)? — 16. Daraus ergibt sich:
5
(x—4)?%—16+>=0
3
und weiter:
5 48 5
4 =16 =22_°
(x—4) 16 33 3
_8
3

Wir ziehen die Wurzeln und bringen die —4 auf die rechte Seite:

43
442
x 3

Mengenmassig kann man schreiben L = {4 + %,4 —1/ %}. <
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Im obigen Beispiel haben wir schon eine allgemeine Losungsformel hergeleitet. Allgemein
gilt die als Mitternachtsformel®' bekannte Losung:

Satz 11.4. Mitternachtsformel: Die Lésung von ax? + bx + ¢ = 0 mit a # 0 ist:

—b +vb2 —4ac
X1,2 = Pl

Die Gleichung ax? + bx + ¢ = 0 kann man in die sogenannte Normalform bringen, indem
man die Koeffizienten durch a teilt. Somit entsteht die Formel:

X% 4+ px+q=0.

Es gilt also p = % und q = ¢. Die Normalform hat eine einfacheres Aussehen, weil nur zwei
Parameter zu erinnern sind.

Satz 11.5. pg-Formel Die Losungen der Gleichung x? +px 4 q = 0 ist:

(O

11.6 Obung Wir bestimmen die Lésungen von 2x% + 6x — 3 = 0 mit der Mitternachtsformel.
Wir identifizieren die Koeffizienten a =2, b = 6 und ¢ = —3. Es folgt

—6+/62—4(2)(=3) —-6+36+24 —6+60 V15
M2 202) N 4 = TP E

<

11.7 Ubung Die Gleichung 3x? — 24x + 5 = 0 soll mit der pg-Formel bestimmt werden. Dazu
formen wir um zu x*> — 8x 4+ 5/3 = 0 und identifizieren p = —6 und q = 5/3. Damit folgt

2
X1,2=—78i (;) —5/3:4i\/16—5/3:3i\/§

Anmerkung 11.8. Man beachte, dass die Formeln auch fiir die einfachen Falle funktionieren,

<

wo man einfacher rechnen kann. Z.B. x2 — 3 = 0 fithrt zu

_—Oi\/02—4(1)(3)_ﬂ:\/ﬁ_ Zﬁ_
X = 2(7) = == 7 =+V3

11.2.1 Scheitelpunktform

Der Name dieser Form wird erst klar, wenn man die entsprechende Kurve aufzeichnet. Mit
dem quadratischen Erginzen haben wir gezeigt, dass man die allgemeine Form ax?+bx+c = 0
{iberfilhren kann in die Form (x —m)? = o= m?. Mit ein paar Umbenennungen nennen wir
diese Form die Scheitelpunktform der quadratische Gleichung.

Definition 9. Die quadratische Gleichung ist mit a(x —m)%+ e = 0 in der Scheitelpunktform.

!Der Name soll daher stammen, dass man, in der Nacht aufgeschreckt, diese Formel richtig wiedergeben
kann.
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Wir konnen diese Form durch Ausmultiplizieren wieder in die allgemeine Form bringen mit:
(x—m)2+e=x>—2mx+m’+e
= x> + PXx +q,
mit —2m =p und m? + e = q.
11.9 Ubung Wir transformieren die Gleichung 2x* + 8x 4+ 6 = 0 in die Scheitelpunktform.

Wir schreiben x? +4x 4+ 3 = 0 und mit quadratischem Erginzen (x +2)? — (2)%2 +3 =0 und
(x+2)2—1=0. <

11.2.2 Diskriminante

Aus den Losungsformeln folgt eine interessante Feststellung. Man kann ohne Bestimmen der
Wourzel (Losungen) schon bestimmen, wie die Losungen aussehen. Das Kriterium nennt sich
Diskrimanante.

Definition 10. Bei einer quadratischen Gleichung der Form ax? + bx + ¢ = 0 , heisst der
Ausdruck D = b% — 4ac Diskriminante.

Anmerkung 11.10. Fiir die pq-Form x? + px + q = 0 ist die Diskriminante D’ = (§)? —q.
Die Diskriminante ist Teil der Lésungsformeln fiir quadratische Gleichungen, namlich, in rot
markiert:
—b 4+ vb? —4ac P P2
X1,2 = X12=—5% (*) —q
2a 2 2

Es gilt folgender Zusammenhang.

Satz 11.11. Diskriminantensatz Bei einer quadratischen Gleichung in Standardform entscheidet
die Diskriminante D folgende Falle:

e falls D > 0, gibt es zwei unterschiedliche Losungen x1, X2,
e falls D =0, gibt es eine zweifache reelle Lésung x1 = x2,
e falls D < 0, gibt es keine reelle Losung.

Anmerkung 11.12. Die Betonung auf reelle Zahlen gibt einen mdglichen Hinweis, dass eine
weiter verallgemeinerte Zahlenmenge dennoch ein Losung birgt.

Wichtig 4. Es kann ratsam sein, zuerst abzukldren, wie viele Losungen es gibt, bevor man
sich in die Rechnung stiirzt. .

11.13 Ubung Wieviele Losungen hat die Gleichung x? + x — 1 = 0? Die Diskriminante ist

D =144 > 0. Sie hat zwei verschiedene reelle Losungen. <
11.14 Ubung Und die Gleichung x? + 1 = 0? Es ist D = —4. Die Gleichung hat keine reelle
Losung. <

Wenn die Diskriminante eine ganze Zahl ist, dann kann man erwarten, dass es eine einfa-
che Faktorzerlegung gibt. Denn bei zwei Losungen der quadratischen Gleichung gilt die
Darstellung des Polynoms als Produkt von Linearfaktoren. Nehmen wir eine Gleichung wie
6x2 —x —40 = 0 so ist D = 14+ 960 = 961 = 312. Die Wurzeln sind x = 11—2(1 4 31) oder
X1 = 1]—232 = % und x; = —11—230 = —%. Damit kann man schreiben (x —8/3)(x +5/2) =0
und (3x —8)(2x +5) = 0.
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11.3 Faktorisierung

Eine quadratische Gleichung der Form ax? 4+ bx + ¢ = 0 kann faktorisiert werden, genauer
das Polynom der linken Seite, falls sie zwei reelle Nullstellen besitzt. Es gilt

Satz 11.1. Ein Polynom zweiten Grades kann in folgender Weise in ein Produkt von zwei
Linearfaktoren aufgespalten werden:

ax? +bx +c = a(x —x1)(x —x2)
falls x; und x, die Losungen der quadratischen Gleichung ax? + bx + ¢ = 0 sind.

Anmerkung 11.2. Es kann aber sein, dass die quadratische Gleichung keine reellen Losungen
hat. Dann funktioniert die Aufspaltung nicht. Z.B. kann x? +x1+ 1 nicht faktorisiert werden,
weil es keine reellen Losungen von x2 + x + 1 = 0 gibt.

11.3 Ubung Das Polynom x? + 6x — 7, wenn mit O gleichgesetzt, hat die Lésungen X1,2 =
-3+ 947 =-3+4 ={-7,1}. Anderseits kann das Polynom faktorisiert werden als
(x+7)(x—1) =x? —x+7x —7 = x? 4+ 6x — 7. Wir bestitigen, dass der Satz funktionert. <

Wir erinnern uns an den Satz von Vieta, der lautet

Satz 11.4. Satz von Vieta Sind x; und x, die Losungen der Gleichung ax? + bx + ¢ = 0, resp.
x? +px+q =0 so gilt

q:%ZXer und ngz—(M‘f‘Xz)

Der Satz von Vieta kann niitzlich sein, einfache Losungen systematisch zu “erraten”. Bei einem
quadratischer Ausdruck wie x? —4x — 21 muss man den konstanten Term 21 in Faktoren
zerlegen, hier also 1-21 oder 3 - 7. Die Summe oder Differenz also 19 und 22 oder 4 und
10 ergédnzen die Betrachtung. Koeffizientenvergleich ergibt —3 -7 = —21 und —7 + 3 = —4.
Somit ist die Faktorisierung (x —7)(x + 3).

11.5 Ubung Das Polynom x? — 7x + 10 fordert x; - x» = 10. Fiir ganze Zahlen ergibt eine
Primzahlzerlegung von 10 die Teiler 5 und 2. Anderseits soll x; + x, = 7 sein. Also folgen
die Losungen x; =5 und x; = 2 und die Darstellung (x — 2)(x —5) = x% — 7x + 10. <

11.4 Losung der quadratischen Gleichung

11.1 Rezept Losen von quadratischen Gleichungen

e Falls die gesuchte Variable nur im quadratischen Term erscheint, isoliere diesen und
radiziere,

e andernfalls, bringe alles auf eine Seite, so dass die andere Null ist,

- nimm die pq-Formel, wenn der Koeffizient von x? 1 ist, oder

sonst die Mitternachtsformel, oder

erganze quadratisch und forme um oder

suche die zwei Linearfaktoren (Vieta).
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11.2 Ubung Wir wenden das Rezept auf die Gleichung 3x% — 5x — 2 an: Es ist kommt nicht
nur ein quadratischer Term vor, also haben wir 4 Moglichkeiten.

(1) Mitternachtsformel:

X1,2 =

—b+vVbZ—dac 5+25+4-3-2 5+25+4-3-2 5+7
2a - 6 - 6 =g~

(2) pg-Formel mit p =—5/3 und q =—2/3:

2 5 —5\2
wam 3 ) 05 (F)
25 24
V3636

+ L ={-1/3,2)

(N NE NS
(oY

(3) Quadratisches Erganzen:

3x2 —5x—2=3(x—5/6)>—3-25/36—2=0

3(x—5/6)2 =2+3-25/36 = 241225

24425 49
J— 2: e
(x=5/6) 36 36
29 7

5 7

=Z4°Z

*TeT 6

x1,2 =1{-1/3,2}

(4) Linearfaktoren suchen:

3x2 —5x —2 = (3x 4+ a)(x + b) = 3x? +3bx + ax + ab = 3x*> + x(3b+a) + ab

=(3x+1)(x —2)
=3(x+1/3)(x—2)
x1,2 ={—1/3,2}
Denn Faktorzerlegung von ab = —2 ist genau —1 - 2.

<

11.3 Ubung Wir 16sen die Gleichung 3 — (2x — 1)? = 0. Es liegt schon ein Quadrat vor, wir
miissen nur umstellen und erhalten (2x — 1)? = 3. Nun radizieren wir und gelangen zu

Xx—1=+V3 |+1,%2

und somit

X1,2 = %(1 :E\@)
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11.4 Ubung Wir wagen uns an die Gleichung 5x — x(x — 3) = 7 heran. Auf der linken Seite
miissen wir noch ausklammern und erhalten 5x — x? + 3x = 7 oder —x? + 8x — 7 = 0 oder
auch x? —8x+7 = 0. Der erste Koeffizient ist eins, damit bietet sich die pq-Formel an. Somit

Z
X12——gi (‘2’) - ——i\/ g 44/42 7 =443={1,7).

Damit ist die Gleichung gelost. Man hitte aus x> — 8x + 7 = 0 sehen konnen, dass x = 1
eine Losung ist, denn 1 — 8 4+ 7 = 0. Mit der Linearfaktorzerlegung muss x> —8x +7 =0 =
(x —1)(x —x2) sein, und x, = 7. Die wenigen haben diese Intuition. Die Formel funktioniert
immer. <

.. 59
11.5 Ubung Nun kommt 5(25 —21x) = 7 — 25%? dran. Wir spulen dies nach Rezept ab, d.h.
zuerst mit Term- und Aequvalenzumformungen auf Normalform bringen, dann die Formel
(oder das quadratische Ergédnzen) anwenden.

9
5(25—21x) = 5? —25x* |4
20(25 —21x) =59 —100x?  |[TU
500 — 420x = 59 — 100x> | + 420x, —500
0 = —500 + 59 + 420x — 100x> ITU
0 = —441 + 420x — 100x? ITUu

Wir nehmen die Mitternachtsformel und setzen ein und transformieren zur Vereinfachung
—(—420) + \/(—420)2 —4(100)(441)
2(100)
420+ V176400 — 176400
N 200

~ 420+4/0

200
420 42 21

~200 20 10

<
11.6 Ubung Gesucht werden die Wurzeln von (43 + 10x)? + (66 + 10x)% = (79 + 14x)?. Hier
muss man mit grosseren Zahlen leben lernen. Wir multiplizieren aus:
(43 +10x)? + (66 + 10x)* = (79 + 14x)?
1849 4 860x + 100x? + 4356 + 1320x + 100x* = 6241 + 2212x + 196x*
1849 + 860x + 100x% + 4356 + 1320x + 100x* — 6241 — 2212x — 196x* =0
(1849 + 4356 — 6241) + x(860 + 1320 — 2212) + x*(100 4+ 100 — 196) = 0
—36+x(—32) +x*(4) =0
x? —8x—9=0

Mit der pq-Formel folgt

2
xm:—;i <28> +9=44+V25=4+5={9,—1}



11-8 KAPITEL 11. QUADRATISCHE GLEICHUNGEN

11.5 Unechte Quadrate
Eine unechte quadratisch Gleichung hat die Form:
ax?™ +bx™ + ¢ = 0.

Es gibt also genau drei Terme und die eine Hochzahl (Exponent) ist genau das Doppelte der
anderen, also n und 2n.

Wir konnen eine voriibergehende Namensanderung vornehmen, z.B. anstatt x™ setzen wir w.
Also sieht die transformierte Gleichung wie folgt aus:

aw? +bw+c¢ =0.

Die Losungen dieser Gleichung sind:

—b+ Vb2 —4ac
W12 = 2a .

Damit sind wir aber noch nicht am Ziel. Jetzt miissen wir die Transformation riickgangig

machen. Also x™ =wq >.

11.1 Ubung Wir versuchen, folgende Gleichung zu 16sen: 3x® —2x3 —1 = 0. Wir setzen u = x?

und erhalten die transformierte Gleichung 3u? —2u—1 = 0. Durch 3 geteilt und quadratisch
erganzt folgt (u—1/3)2—1/9—1=0und u—1/3 = +,/10/9 sowie w=1/3+ \/W
Nun sind wir, mit der Riicktransformation, mit den zwei Fallen xZ = 1/3 + \/W und
x?2=1/3— \/W Diese zweite Gleichung hat fiir x keine reelle Losung, weil der Term auf

der rechten Seite negativ ist. Die erste Gleichung liefert x = +,/1/3 + 1/10/9. <

11.6 Betragsgleichungen

Es kann durchaus sein, dass in einer Betragsgleichung ein Quadrate einer Unbekannten
auftritt. Ein solches Beispiel ist [x? — 3x| = 2. Wie wir uns vom vorangehenden Kapitel noch
erinnern, entstehen zwei Gleichungen, wenn man den Betrag eliminiert. Hier also

x2 —3x =2 und x2 —3x =2

Mit quadratischem Ergdnzen auf den linken Seiten folgt
(x—3/2)?=9/4=2 und (x—3/2)>—9/4=-2

oder

217

4
Wir radizieren und bringen den Term 3/2 auf die rechte Seite

x:g/zi,/fzg’iz\ﬁ und x:3/2j:\/12{1,2}

Es gibt also 4 Losungen der Gleichung. Das war nicht besonders spektakular.

und (x—3/2)? = !

(x—3/2) 1
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Aufgaben
0.1 Schreibe als ergdnztes Quadrat
(@ x2+2x (b) > —t (c) 3x*—2x (d) q—29* (e) x* +x?/3
1 (@) (x+1)2—1 (b)) (t—1/2)>—=1/4 (c) 3(x—1/3)2—1/3 (d) —2(q—1/4)*>+1/8
(e) (x> +1/3)2—1/9

0.2 Schreibe als Scheitelpunktform
(@ x2+x+1=0 (b) 3x2—1=0 (c) 2x*+3=3x—5

2 (a) Mit quadratischem Erginzen x> +x+1=0, (x—1/2)>—1/4+1=0und (x—1/2)>+3/4=0
(b) 3(x—0)2—1=0
() 2x2 —3x+8=0,2(x —3/4) —9/8 + 8 =0 und 2(x — 3/4)*> +55/8 =0

0.3 Lose
(@ 4—(5t+3)2=3 (b) 3(y>?—-3)>—-2=10 () x> +x—1=0 (d) 3w?=2—w
) yy+4) =1 (f) % —422 -1 (9) 0.IV2+02v =03 (h) x> =x—1
() 3—-t=2t+1)?% () x=372=x*+9 (k) By—12y+1)=5y () w*+3n?2—-1=0
(m) 2x*+x2=3 (n) 2—y)*=32—-y)?+1

3 (a) Umformen zu 1 = (5t + 3)?, radizieren 5t +3 = +£1, 5t = -3+ 1 so dass t1 2 = {—g,—%}
(b) Umformen zu 3(y? — 3)? = 12, (y?2 — 3)? = 4, radizieren y?> — 3 = +2, y?> = 3 + 2, daraus die
Wurzel Y1,2,3,4 = :ﬁ:\/3 + 2, Yi1,2,3,4 = {:l:], :t\/g}

(c) Mit pg-Formel x2 +x—1=0, x1,2 = —1/2+ /1/4 + 1 und damit x1, = _]%@
(d) Z.B. Faktorisieren: (3w —2)(w + 1) =0, damit wy » = {1, %}

(e) Ausmultiplizieren y(y +4) —1 = 0 = y? + 4y — 1, quadratisch ergénzen (y + 2)?> —4 = 1,
y+2=+V5undy=-2++5
(f) Mit 2 multiplizieren und umformen: z = 8z% — 2, 8z — z — 2 = 0, Mitternachtsformel z =

1+v1+64 1++65
— e und z = 1c
(9) Mit 10 multiplizieren: v?+2v = 3, quadratisch erginzen (v+1)2—1=3,v+1 = £2,vy , = —142
oder v » ={-3,1}

(h) Umschreiben: x> — 1+ 1 = 0, Diskriminante D = 1 — 3 < 0, keine reelle Losung (der Term ist

irreduzibel).

—5++/33

(i) Umformen 3—t = 2(t?+2t+1) = 2t2 +4t+2, 2t> +5t—1 = 0, Mitternachtsformel t = 7]

(j) Ausklammern x? — 6x + 9 = x? + 9, damit 6x = 0 und x = 0
(k) Ausmultiplizieren (3y —1)(2y + 1) =5y = 6y? + 3y — 2y — 1, oder 0 = 6y? — 4y — 1, Mitter-
24++/10

6
() pg-Formel: w* +3w? —1 =0, w? = —3/2+ \/9/4 +1 = —3/2+/13/2, nur eine Lésung > 0,

also w? = —3/2 4+ V/13/2, radizieren w = +1/ @

(m) Faktorisieren 2x* 4+ x? = 3 als (2x% +3)(x? — 1), also x? = {—3/2, 1}, nur x*> = 1 zuldssig, damit
x =1

(n) Substitution u = (2—y)?, damit u? = 3u+1, u?—3u—1, pg-Formel u = —3/2+/9/4 + 1, giiltige
Losung u = —3/2 4+ v/13/2, riickeinsetzen (2 —y)? = —3/2+V13/2,2 —y = +1/—3/2+/13/2

4++/6+2V/13
2

nachtsformel y =

und y =

0.4 Gleichungen mit Parametern, faktorisiere und finde die Lésungen
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(@ ¥*+2x—ux—2u=0 (b) x> —ux—u=1 (c) x¥*) —ux+u=x
4 (@) x2+2x—u(x+2)=x(x+2) —u(x+2) = (x+2)(x —u) = 0, Nullproduktsatz x +2 = 0,

x1=—2undx—u=0,%x=u

(b) x> —ux—u—1=0,x*-1)—ux+1)=x+Dx—1—-ux+1)=x+1)x—-1—-u)=0,
damit xy = —Tund x; =u+1

() x> —ux+u—x=x>—x—ux—1)=x(x—1)—ux—1) = (x—1)(x —u) =0, damit x; =1
und x; = u

0.5 Finde die reellen Lésungen folgender Gleichungen
(@ X*—=3x|=2 (b) 2x—x*|=2x—1] (c) x*? —x+3| =4 —%?|

5 (a) Zwei Gleichungen: [1] x* —3x =2 mit (x —3/2)2 —9/4 =2,x—3/2 = ++/17/2 und X1,2 =
3/24V17/2und [2] X2 —3x = —2, (x—3/2)>—9/4 = —2,x—3/2 = +1/2,x34 = 3/2+1/2 ={2,1}
(b) [] 2x—x? =2x—1,x* =1, x12 = +1, [2] 2x—x? = —2x+1, x> —4x+1 =0, (x—2)2—4+1 =0,
X—ZZi\/g, X374 ZZi\/§
(€) W] x*—x+3=4—x>, 2> —x=1,2(x—1/4)>=1/8 =1,x—1/4 = £,/9/16, %1, = 1/4+3/4 =
{(,-1/2}, 2] x*? —x+3=—4+x%,x3=7

0.6 Ein Baum von 20 Fuss Lange bricht 8 Fuss liber der Wurzel ab. Wieweit ist die Spitze vom Stamm
entfernt?

6 Typisches Problem fiir Pythagoras: rechtwinkliges Dreieck mit Seiten ¢ = 20—8 = 12, a = 8§,
gesucht b: b? =c? —a? =122 —82 =144 — 64 =80, b = V80 ~ 8.94.

0.7 Es liegen zwei konzentrische Kreis vor, mit Radien 4 und 9 cm. Es wird in den grosseren Kreis eine

Sehne gelegt, die vom kleineren Kreis in drei gleichlange Stilicke geschnitten wird. Berechne deren
Lange.

7 x x/2
Aus der Figur geht hervor, dass fiir das grosse Dreieck gilt ((3/2)x)? +h? = 9% und h? =42 — (x/2)?,
zusammen 9/4x% + [16 — x% /4] = 81 und 2x? = 81 — 16 = 65 sowie x? = 32.5 oder x = v/32.5 ~ 5.7

0.8 Die Summe der positiven Quadratwurzeln aus zwei Zahlen, von denen die eine um genauso viel
die Zahl 40 iibertrifft als die zweite von 40 iibertroffen wird, ist 12.

8 Wir nennen die zwei Zahlen a und b. Es gilt a =40 + x und b =40 — x, zudem a + b = 80. Die
Gleichung ist v/a + vb = 12. Quadrieren a 4+ b 4+ 2v/ab = 144 und Vab = 32, damit ab = 1024
oder (40 —x)(40 4 x) = 40?2 — x? = 1024 womit 1600 — 1024 = x? = 576 und x = 24. Damit sind die
gesuchten Zahlen 64 und 16.

0.9 Eine Zahl besteht aus zwei Ziffern, von denen die zweite um 2 grosser ist als die erste. Wenn man
die Zahl mit ihrer Quersumme multipliziert, so erhalt man 52.

9 Wir schreiben die Zahl als ab mit b = a+2, Quersumme a+b = 2a+2. Gleichung (10a+b)2(a+1) =
52 oder (10a+2+4a)(a+1) =26 = (11a+2)(a+1) = 11a?+11a+2a+2 = 26 oder 11a?+13a—24 = 0.
—13+£/169+44.24 —13£35

Mitternachtsformel a = 55 >

b = 3. Die Zahl ist 13.

= 1, negative Zahl nicht brauchbar. Damit

0.10 Wenn du zu dem Quadrat einer Zahl 10 Wurzeln dieses Quadrats addierst, so erhaltst du 39.
Welche Zahl ist es?

10 Die Gleichung lautet x* + 10x = 39, umgeformt und faktorzerlegt (x + 13)(x —3) = 0 mit den zwei
Losungen x1  ={—13,3}. Nur 3 ist sinnvoll. Kontrolle 9+ 10 -3 = 39.



Kapitel 12

Polynomgleichungen

12.1 Begriffe

Wir beginnen mit der Festlegung von Begriffen.

Definition 11. Ein Polynom ist eine Summe von Termen, die reelle Zahlen oder reelle Zahlen
multipliziert mit Potenzen natiirlicher Zahlen von Variablen sind. Bsp.

a7 + axx? + azxy® + agxy™z"2 + ...

Anmerkung 12.1. Im Folgenden beschranken wir uns vor allem auf Polynome einer Variablen.
Weitere Variablen wiirden als Parameter, als momentan fixe Grosssen betrachtet. Damit ist
die typische Polynomgleichung von der Form

1

anxt +an X" +...ax+ag =0

Man nennt dies Form von Ausdruck eine algebraische Gleichung.
Im weiteren gilt folgender Sprachgebrauch:

Definition 12. Spezielle Polynome

e Ein Monom besteht aus einem Term, ein Binom enthilt zwei Terme, ein Trinom
deren drei.

e Der Grad eines Polynoms ist der héchste Exponent der Terme.

e Die reellen Faktoren der Terme heissen Koeffiziente, ein Term ohne Variablen heisst
Konstante.

e Gleichartige Terme sollen solche sein, die abgesehen von den Koeffizienten gleich
sind.

Anmerkung 12.2. Dadurch, dass wir natiirliche Zahlen als Exponenten verlangen, fallen hier
Terme wie 31/x nicht in Betracht.

Wie bei den linearen und quadratischen Gleichungen sind Aequivalenzumformungen die
Basis fiir das Rechnen. Die Division ist dabei die schwierigste Operation und beansprucht
grossere Aufmerksamekeit.

12-0
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12.2  Grundoperationen

12.2.1 Addition, Subtraktion und Multiplikation

Die Addition und Subtraktion sind analog zu diesen Operationen fiir Variablen. Auch hier
gilt, dass man nur gleichartige Terme verrechnen kann. Ein Subtraktion 3x?y — 2x?y ist
gleich zu behandeln wie 3a — 2a. Das Resultat ist x?y, respektive a. Die Multiplikation ist
analog, d.h. 2a - 3b = 6ab wie 3x%y - 223 = 6x?yz>. Aufgrund des Vertauschungsgesetztes
kann man das Resultat in mehrere Formen bringen, etwa 6z3x?y etc. Koeffiziente schreibt
man am Anfang des Terms.

12.1 Ubung Wir betrachten das folgende Polynom: 17x%y—3xy? +7xy?. Um eine Subtraktion
oder Addition ausfiihren zu kénnen, miissen wir zuerst feststellen, ob gleichartige Polynome
vorhanden sind. Wir erkenne xy?, das im zweiten und dritten Term vorhanden ist. Diese
zwei kann man verrechnen. —(3xy?) + 7xy? ergibt 4xy?.

17x%y — 3xy? + 7xy? = 17x%y + 4xy?

Damit stoppt die Rechnung, denn es sind keine weiteren gleichartigen Terme vorhanden.
Obwohl x?y und xy? beide x und y enthalten, sind sie nicht gleichartig. Denn die Exponenten
sind nicht gleich. <

12.2 Ubung Wir vereinfachen den Ausdruck (3x2 —2x+ 1) — (7x —3).

(3x2 —2x+ 1) —(7x—3) = 3x*—2x+1—-7x+3 Ausklammern
= 3x2—2x—7x+1+43 Sortieren
3x2 —9x + 4 Zusammenfassen

Das ist unsere Antwort: 3x% — 9x + 4. <

Bei der Kombination von Multiplikation und Addition oder Subtraktion kommen die Unter-
schiede der Stufe wieder zum Tragen, d.h. “Punkt vor Strich” oder Klammern. Das regelt
das Verteilungsgesetz. Wir fiihren uns eine typische Multiplikation zweier Summe vor Augen

(a+b+c)-(d+e).

Fiir Polynome verallgemeinert lautet es:

Satz 12.3. (Verteilungsgesetz) Ein Ausdruck mit n Termen wird mit einem Ausdruck von m
Termen multipliziert, indem zuerst jeder der n Terme des ersten Ausdrucks mit jedem der
m Terme des zweiten multipliziert wird und dann die n - m Produkte summiert werden.

Bildlich dargestellt:

2
@1234

(a+b)(c+d)= ac+ad+bc+bd

A
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Nach diesem Gesetz wird unser Ausdruck oben transformiert zu:
(a+b+c)-(d+e)=ad+ ae+ bd+ be+cd+ce.

Aus 3 und 2 Summanden werden also 3 - 2 = 6 Summanden. In diesem Beispiel hat es keine
gleichartigen Terme, sodass man keine Terme zusammenfassen kann.
12.4 Ubung Wir betrachten die Multiplikation von (a+b)- (a+b). Nach obiger Regel erhalt
man im ersten Schritt aa+ab+ba+bb. Wegen der Vertauschbarkeit ist ab und ba dasselbe.
Deshalb folgt

(a+b)(a+b)=a®+2ab+n’.

Die Multiplikation von (a 4+ b)(a — b) ergibt die Terme aa, —ab, ba und —bb. Zwei Terme
sind gleichartig, obzwar mit verschiedenem Vorzeichen. Diese zweit Terme heben sich auf,
d.h. (—ab) + ba = 0. Somit gilt:

(a+b)(a—b) =a®—b2.

Das ist ein wichtiges Resultat. <

12.5 Ubung Wir betrachten die Multiplikation (x —a)(x —b). Wir multiplizieren und addieren
und bekommen das Resultat x2 — ax — bx + ab oder

2

(x—a)(x—b)=x*—(a+Db)x+ ab.

Man beachte die zwei Terme a + b und ab. Man konnte sich das umgekehrte Vorgehen
denken: ausgehend von einem Ausdruck x? + px + q eine Darstellung als (x — a)(x — b) zu
finden. a und b wiirden dann der Vorschrift —(a +b) = p und ab = q folgen miissen. Ein

Zahlenbeispiel: x> — 6x — 7. Wir miissen a und b erraten, wobei a + b = 6 und ab = —7.
Fir ganzzahlige Variablen kann die Primzahl 7 nur aus 1 -7 entstehen. Somit ab = a( —7).
Damit wiirde a —7 = 6 oder a = —1. Testen wir die Vermutung, indem wir ausrechnen
(x+1)(x—7)=x>—x—7x—7. <

Satz 12.6. Satz von Vieta Es sind p und q die Koeffizienten der quadratischen Gleichung
x2 +px+q =0 und x; und x, deren Lésungen (Wurzeln). Dann gilt

X1 +x2 = —p
X1-X2 = (¢

12.7 Beispiel Fiir die quadratische Gleichung x? — 11x + 10 muss also x; + x> = 11 und
X1 + x2 = 10 sein. Die offensichtliche Lésung heisst x; = 10 und x, = 1. <

Aus den vorherigen Beispielen haben wir die merkenswerten Formeln gefunden:

Wichtig 5. 2,
(a+1b)? = a? +2ab + b? (1)
(a—1b)? = a?—2ab + b? (11)
a?—b?>=(a+b)(a—Db) (111)
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Etwas weniger wichtig, dennoch bemerkenswert sind die Darstellung von Summen von Kuben
und Quarten. Man rechne selber nach:

a®>—b3 = (a—1b)(a®>+ ab +b?)
a®+b3 = (a+b)(a®>—ab+b?)
a* —b* = (a—0b)(a+b) 2—|—b2)
a® +b* = (a? + abv2 4+ b?)(a? — abv2 + b?)

12.8 Beispiel Es wurde jemand gefragt, ob die Zahl 3599 eine Primzahl sei. Nun gilt 3599 =
3600 — 1 und deshalb auch 60% — 1 = 60% — 1%. Mit der dritten binomischen Formel kénnen
wir auch schreiben 602 — 12 = (60 + 1)(60 — 1) und damit folgt 3599 = 61 - 59. Da sie aus
zwel weiteren Faktoren ausser 1 und sich selbst besteht, ist sie keine Primzahl. <

12.9 Beispiel Nun betrachten wir einen weitere Ausdruck, den wir vereinfachen wollen,
namlich

<3y — \3f2> (9y2 +3V2y + \3/21> .

Wir sehen zwei komplizierte Terme. Es ist immer moglich, Terme voriibergehend umzu-
benennen, vor allem mit einfacheren Namen. Damit verringert man das Risiko, unterwegs
fliichtige Schreibfehler zu begehen. Somit nennen wir A = /2 und B = V/4. Spater setzen
wir wieder ein. Damit

B3y—A) (9y?+3Ay+B) = 3y(%?) +3y(3Ay) + 3y (B)
—A (9y%) — A (3Ay) — AB
27y3 + 9y2A + 3yB — 9y?A — 3yB — AB

= 27y3 —AB
= 27y®— V274
= 27y3 -8
= 27y3 -2
Es gibt keine gleichartigen Terme mehr, deshalb sind wir fertig. <

Und noch ein Beispiel.

12.10 Beispiel Vereinfache [2(x +h) — (x +h)?] — (2x — x?).

[2(x +h) — (x + h)?] — (2x —x?) = [2(x + h) — (x + h)?] — 2x + x?
= [2(x+h) — (x* + 2xh + h?)] — 2x + %2
:[Zx—l—Zh—x —th—hz]—Zx—i-xz
=2x+2h—x?>—2xh—h? — 2x +%x?
=2x—2x+2h—x*>+ x> —2xh—h?
= 2h — 2xh — h?

Es gibt keine gleichartige Terme mehr, deshalb sind wir fertig. <
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12.2.2 Polynom-Division

Wie man Polynome multiplizieren kann, kann man Polynome auch dividieren. Es macht vor
allem Sinn, Polynome von hoherem Grad durch solche von niedrigerem Grad zu dividieren.
Denn sonst hat man keine Moglichkeit, eine Polynom als Resultat zu bekommen. Es folgt ja
ein Bruch. Zur Illustration denke man an a’ >=a?und a? +a® = %

Die Division mit Variablen wird analog der Division von ganzen Zahlen ausgefiihrt. Man
erinnere, wie man z.B. 6519 + 52 ausgefiihrt hat:

—a

6519 =+ 52 = 125+ %5
~52|
131
—104 |
279
260
19

Wie haben wir gerechnet? Zuerst haben wir beim Divisor so viele Stellen von links betrachtet,
bis die Zahl grosser als der Teiler ist, also 65. Dann haben wir diese Zahl dividiert und 1
bekommen mit Rest. Jetzt haben wir riickwarts gerechnet, also 1 mal 52 und diese Zahl
von 63 subtrahiert mit dem Resultat 13. Dann haben wir die ndchste zahl vom Divident
“heruntergenommen” und aus der 13 dann 131 gemacht. Dann haben wir durch 52 geteilt, das
gibt 2 mal mit Rest 27. Dazu haben wir die letzte Zahl “herunternehmen” und 279 gebildet.
Die Division durch 52 gibt 5 mit Rest ;—Z.

Mit Polyomen rechnet sich analog. Wir gehen davon aus, dass der Dividend nach abnehmenden
Potenzen geordnet ist. Zudem unterstellen wir, dass der hochste Exponent des Dividenden
hoher ist als der hochste des Divisors (oder gleich). Nehmen wir das Beispiel:

(5x% =3x+1) = (x—1) =?

Wir teilen den am weitesten links stehende Term des Dividenen mit dem Term des Divisors,
der die Variable enthilt, also (5x%) + x und erhalten 5x. Jetzt multiplizieren wir den Divisor
mit 5x und zidhlen diesen Term vom Dividenden ab. Damit bleibt 5x? — 3x — (5x% — 5x)
iibrig, also 2x. Jetzt holen wir die +1 runter und haben (2x + 1) + (x — 1). Wir bekommen 2
mit Rest. Es bleibt 2x + 1 — (2x — 2) = 3. Damit der Rest % Schematisch:

( 5x2—3x+1) : (x—]) :5x+2+%
— 5%x% 4 5x
2x + 1
—2x+2
3

12.11 Ubung Als weiteres Beispiel nehme wir (x> —1)+ (x—1). Nach schematischer Rechnung
ergibt sich
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( X3 —1);(x—1):x2+x+1

—x3 +x2
2
—x? +x
x—1
—x+1
0

In diesem Beispiel geht die Division auf, d.h. es gibt keinen Rest. Auch hier kann man den
Dividenden in Faktoren zerlegen. Denn hier gilt:

X3—T=x—=1)-(x*>+x+1)

Diese Formel kann man sich auch merken, oder zumindest erinnern. <

12.12 Beispiel Man rechne die folgende Division nach:

13 8
( 2x3 —x2+10x+8> : (2x2—3x> =x+1 —I—ix—'_
2x2 — 3%
—2x3 4+ 3x2
2x% +10x
—2x% +3x
13x + 8
Die Division besitzt einen Restterm. <

Wir haben jetzt mehrfach folgenden Satz bestatigt.

Satz 12.13. Polynomdivision: Es sind D(x) und P(x) reelle Polynome, wobei der Grad von P
grosser oder gleich dem Grad von D ist. Es gibt zwei eindeutige Polynome, Q(x) und R(x),
so dass

P(x) =D(x) - Q(x) + R(x)

gilt, wobei entweder R(x) = 0 oder der Grad von R kleiner als der Grad von D ist.

Anmerkung 12.14. Im Kern sagt der Satz, dass man auch Polynome nach
Dividend = Divisor - Quotient + Rest

darstellen kann. Mit dem vorangegangenen Beispiel heisst das:

23 —x? +10x + 8 = (2x% — 3x) (X+1)+132X7+8'
—_———~—  2Xx"—3x
P(x) D(x)  Q(x) R(x)

Satz 12.15. Nullstellensatz Hat ein Polynom P(x) eine Nullstelle c, so ist es ohne Rest durch
(x — c) teilbar, das heisst, es gilt

P(x) = Q(x)(x —¢)

mit einem Polynom Q(x), dessen Grad um eins kleiner ist als der von P(x).
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Satz 12.16. Polynom-Rest-Satz P ist eine Polynom von mindestens Grad 1 und c ist eine reelle
Zahl. Wenn P(x) durch (x — c¢) geteilt wird, dann ist der Rest R = P(c).

Dieser Satz enthalt den folgenden Satz, der wiederum wichtige Implikationen hat. Fiir ¢
Nullstelle gilt im Speziellen:

Satz 12.17. Korollar von Fubini Ein Polynom P(x) ist durch (x — c) teilbar, genau dann, wenn
der Rest Null ist, P(c) = 0.

Anmerkung 12.18. Der Term (x* — a¥) fiir k > 0 ist immer durch (x — a) restlos teilbar, denn
fiir x = a ist P(a) = a* — a® = 0. Also x> — 53 ist durch (x — 5) restlos teilbar.

( X3 —125):(x—5>:x2+5x+25
—x3 4 5x?
5x2
—5x% + 25x
25x — 125
—25x+ 125
0

Dieser Satz ist ein Spezialfall des Satzes vom Rest. Man kann folgendes einsehen, kurz gesagt:
wenn Faktor, dann Nullstelle und wenn Nullstelle, dann Faktor. Falls (x — ¢) ein Faktor
von P(x) ist, gilt P(x) = (x —¢) - Q(x). Deshalb P(c) = (¢ —c) - Q(c) = 0, dann stimmt die
Behauptung c ist Nullstelle von P. Anderseits, falls ¢ Nullstelle von P, dann P(c) = 0. Dann
stellt der Satz vom Rest fest, dass der Rest 0 ist, wenn P(x) durch (x — c¢) dividiert wird.
Das heisst, (x — c) ist ein Faktor von P. Das ist ein wichtiger Zusammenhang.

Hierzu noch eine Namensgebung:

Definition 13. Ein Linearfaktor eines Polynoms P(x) ist ein Polynom vom Grad 1, d.h.
(ax + b), das ein echter Teiler von P(x) ist.

Aus dem Nullstellensatz folgt der folgende:

Satz 12.19. Ein Polynom P(x) vom Grad n > 1 hat hochstens n einfache oder mehrfache
reelle Nullstellen.

Denn jede Division mit einem Linearfaktor (x —c), wobei ¢ Nullstelle ist, den Grad von P(x)
um eins verringert. Es kann also hochstens n geben.

Eigenschaften 12.20. Polynomnulistelle Fiir eine Polynom P(x) vom Grad n > 1 und der reellen
Nullstelle c gelten folgende Aequivalenzen:

e x = c ist Losung der Polynomgleichung P(x) =0,
e (x —c) ist ein Linearfaktor von P(x),

e Der Punkt (c,0) ist Schnittpunkt des Graphen y = P(x) mit der x-Achse.
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12.3 Faktorisierung

Die Faktorisierung ist eine Losungsmethode einer Polynomgleichung p(x) = 0, wenn sie als
p(x) =di(x)-da(x)-... - dn(x) =0 darstellbar ist. Denn der Nullproduktsatz verlangt, dass
jeder Faktor, hier Polynome, d;(x) = 0 ist.

12.3.1 Teiler und Vielfache von Polynomen

Es ist unser Ziel, gewisse nicht-linearen Gleichungen zu l6sen. Dazu versuchen wir Polynome
in Faktoren zu zerlegen. Faktoren sind ja Bestandteile der Multiplikation. Wir versuchen also,
die Multiplikation riickgangig zu machen. Diese Umkehrung ist bekanntlich die Division.
Wir erinnern die Primfaktorzerlegung von natiirlichen Zahlen, wo man eben die Primzahlen
als die Faktoren betrachtete. Beispielsweise:

3465 =3-3-3-5-7-11 oder 3599 =59-61.

Bei Polynomen muss man sich auch festlegen, wonach man die Zerlegung ausfiihrt. Dafiir
flihrt man den Begriff unzerlegbarer oder irreduzibler Polynome ein.

Definition 14. Ein Polynome ist unzerlegbar oder irreduzibel, falls es nicht als Produkt von
Polynomen tieferen Grades geschrieben werden kann.

Anmerkung 12.1. Irreduzible Polynome sind analog zu Primzahlen, die man in der Faktorzer-
legung von Zahlen nicht mehr weiter zerlegen kann.

Wichtig 6. 2, Die Polynome vom Grad 1 sind allesamt irreduzibel. Ein Polynom vom Grad
2 ist genau dann irreduzibel, wenn es keine reelle Nullstelle besitzt (also Diskriminaten
D < 0). Alle anderen Polynome sind reduzibel, zerlegbar. .

Anmerkung 12.2. Wahrend z.B. die Faktorisierung von x? —4 einfach zu (x —2) - (x + 2) fiihrt,
kénnte man x? — 2 mit (x — v/2) - (x + v/2) zerlegen. Wir wollen aber hier nur Koeffizienten
der rationalen Zahlen betrachten. Das heisst, den Term (x% — 2) lassen wir in dieser Buch so

als unzerlegbar in der Menge Q stehen.

Der erste Schritt zur Losung von Polynomgleichungen ist, die gegebene Gleichung zu
vereinfachen, falls dies moglich ist. Dazu gehort, alle Terme auf eine Seite zu bringen, so dass
p(x) = 0 entsteht. Sodann sind die Terme zusammenzufassen und gemeinsame Koeffizienten
zu kiirzen und allfdllige Nenner zu beseitigen.

12.3 Ubung Wir betrachten —%z3 = 6z2. Wir machen also Term- und Aequivalenzumformun-
gen mit dem Ziel p(x) = 0. Also

3
—523:622 | — 622

3
—523—62220 |- (=1)
3 3 2

EZ +6z-=0 |-5
32343022=0 |=3
22+41022=0 |TU
Z22(z+10) =0

Es ist z = 0 eine (zweifache) Nullstelle und x = —10 eine weitere. Das sind die Lésungen. <
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12.4 Ubung Es ist x*a — xa* = 0 gegeben. Wir kénnen umformen, indem wir ausklammern
ax. Es folgt ax(x3 —a3)
vereinfacht sich die Gleichung zu x(x — a)(x? + ax + a?) = 0. Wir haben drei irreduzible

Faktoren. Die Losungen sind x = 0, x = a und die zwei Losungen, die sich aus der pg-Formel

= 0. Nun wissen wir, dass x> — a® = (x — a)(x? + ax + a?). Damit

fir Quadrate ergeben. <

Anmerkung 12.5. In Allgemeinen ist a®? — ab + b? und a? + ab + b? irreduzibel im Rahmen
der rationalen Zahlen.

12.6 Rezept Fiir quadratische Polynome kann man anstatt der zwei Formeln (Mitternachts-
und pg-Formel) auch den Ansatz versuchen:

Ax? +Bx+ C = (ax + b)(cx + d)
mit ac = A, bd = C und B = ad + bc.

12.7 Ubung Als néchstes schauen wir uns die Gleichung 2x3 — 10x% +3x — 15 = 0 an. Es gibt
kein Rezept fiir alle Falle. Man ist leider auf Intuition und Experimentierfreude angewiesen.
Hier bringt die nicht augenfallige Klammerung die Losung, wenn man schreibt

23 —10x2 +3x—15=0
2% (x—5)+3(x—=5)=0
(x—5)(2x?+3) =0

Mit der einzigen reellen Lésungen x; = 5, denn 2x? + 3 = 0 hat keine Ldsung, ist irreduzibel.
Ein anderer Versuche ware das Erraten einer ersten Losung. Hier wiirde man x = 5 probieren.
Da es klappt, konnte man dann die Division P(x)/(x — 5) ausfiihren. <

Wichtig 7. Es gibt kein allgemeines (einfaches) Losungsverfahren fiir Polynomgleichungen 3.
oder héheren Grades. Deshalb ist viel Uben von speziellen Féllen angesagt. o

12.4 Faktorisieren als Losung

12.4.1 Grundlagen

Satz 12.1. (Nullproduktsatz) Falls a und b reelle Gréssen sind mit ab = 0, dann ist entweder
a =0 oder b =0 oder beide.

Satz 12.13 besagt, dass fiir einen Teil von Polynomen eine Darstellung als Produkt von
Polynomen tieferen Grades moglich ist. Fiir diese gilt mit dem Nullproduktesatz, dass die
Losungen der Polynomgleichung die Losungen der Faktoren sind. Mit der Faktorzerlegung
der Polynome ist ein wesentlicher Schritt in die Richtung der Losung getan.

12.2 Ubung Wir betrachten das Produkt (x —5)(2x + 3) = 0 und wissen aus dem Satz, dass
(x —5) =0 und (2x + 3) = 0 als Losungen gelten miissen. Somit also x; =5 und x; = —3/2.
<

12.3 Ubung Wir nehme die Gleichung 6x? 4+ 11x — 10 = 0. Wir haben weiter oben bereits
die Losungen mit der Mitternachtsformel bestimmt, ndmlich —5/2 und 2/3. Damit folgt
6x2+11x—10 = 6(x+5/2)(x —2/3) = (2x+5)(3x — 2). Hatten wir zuerst die Faktorisierung
gefunden, dann hatten wir die Lésungen bestimmt durch Nullsetzen der Faktoren, also
2x+5=0und 3x —2=0. <
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Wir fassen die Losungsstrategie zusammen

12.4 Rezept Nichtlineare Gleichungen

(1) Bringe alle Terme auf die eine Seite, sodass die andere 0 wird.

)
(2) Faktorisiere

(3) Wende den Nullproduktsatz fiir reelle Zahlen an und setzte jeden Faktor Null.
(4) l6se alle Faktorgleichungen.

Das schwierige ist natiirlich das Faktorisieren.

12.5 Ubung Wir Iésen (y — 1)? = 2(y — 1). Alles auf eine Seite (y — 1)2 —2(y —1) = 0.
Ausklammern
-1 =2y—-N=y-Ny—-1-2)=(y—1)y—3)
Damit sind die Nullstellen oder Wurzeln oder Losungen bekannt, ndmlich y; = 1 und y, = 3.
Einsetzen bestatig die Richtigkeit sofort.
12.6 Ubung Es ist die Losung der folgenden Gleichung gesucht:
w74_8w3—12_w2—4
3 12 4
Wir formen um, bis wir eine faktorisierte Form haben
xtos—12 x4
3 12 4
P =8x3 —12-3(x* —4) | — 4x?
0=8>—12-3(x*—-4)—4x* [TU
0=38x>—12-3x*+12—4" |TU
0 =x%(8x — 3 —4x?)

|-12

Der erste Faktor ist x> = 0 mit der Doppellésung x = 0. Die weiteren ergeben sich mit der
Mitternachtsformel, da es sich um eine quadratische Gleichung handelt. Also
8=+ \/64 —4.(—4)(-3)

X = 374 =1+V16/8=1+1/2={3/2,1/2}

<

12.7 Ubung Wir sollen folgendes 16sen 18x3 + 9x? — 50x — 25 = 0. Der erste Versuch ist
x = 1 zu testen. Es haut aber nicht hin. Wir erkennen die dhnlichen Zahlen 18 und 9 sowie
50 und 25. Eine Gruppierung 9(x3 + x2) — 25(x + 1) kann weiter umgeformt werden als
9%x2(x +1) —25(x + 1) und weiter (x + 1)(9x? — 25) = 0. Daraus folgt x = —1 und x = +5/3.
Gliick gehabt!

Ein anderer Versuch, den wir weiter unten andeuten, betrachtet die Faktoren des Koeffizienten
mit den Faktoren des fixen Terms, also 18 =2-3 -3 und 25 =5-5. Die Quotienten konnen
Losungen bilden, also +£5/2, +5/3. Und tatsdchlich findet sich auch 5/3 darunter. <

12.8 Ubung x* — 8x2 — 9 = 0 steht an. Wir substituieren u = xZ und erreichen damit
u? —8u—9 = 0. Wir konnten die pq-Formel benutzen. Aber wir kénnen uns auch nochmals
den Satz von Vieta in Erinnerung rufen oder einfach raten, dass (uw+ 1)(u—9) = 0 gelten
muss. Ausmultiplizieren bestatigt die Vermutung. Also ist u = {—1,9}. Riicksubstituiert
folgt x7 2 = +3, und dass x? = —1 keine Losung hat. <
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12.4.2 Hornerschema

Weil x — ¢ Teiler eines Polynoms ist, ist es niitzlich, eine schnelle Methode zum Nachrechnen
zu haben. Das schematische Rechnen vermindert den Rechenaufwand massiv. Dieses Schema
geht vom Polynom P(x) = anx™ + an_1x™ ' +...+ a;x' + ao aus. Wir setzen n = 5, um
die Ubersicht zu wahren, also asx® + asx* + a3x® + ayx? 4+ a;x + ap. Diesen Ausdruck
schreiben wir um, indem wir jeweils das x abspalten. Wir erhalten:

(((((as)x 4+ ag)x + az)x + ax)x + a1 )x + ap

Wenn man nun von links nach rechts rechnet, findet man abwechslungsweise die Multiplikation
mit x, dann die Addition der Koeffizienten usw.
Diese Rechnung kann man schematisieren; deshalb der Name Schema von Horner.

12.9 Rezept Hornerschema

e Wir schreiben auf einer Zeile die geordneten Koeffizienten des Polynoms samt fixem
Term. Fiir fehlende Terme schreibt man 0.

e links davon macht man einen vertikalen Strich und schreibt links davon die (vermutete)
Whurzel des Polynoms

o die zweite Zeile lasst man leer und macht einen horizontalen Strich
e Man holt den ersten Koeflizienten auf die 3. Zeile hinunter

— Dann multipliziert man diesen Wert mit der Wurzel und schreibt das Resultat
auf die 2. Zeile um eins nach rechts geriickt

— dann bildet man die Summe von 1. und 2. Zeile und schreibt diese Zahl auf die 3.
Zeile

— dann wiederholt man dieses Prozeder bis man an den rechten Rand gelangt ist.

Ausgangslage ist das Polynom x> 4 4x? — 5x — 14 mit vermuteter Nullstelle 2. Fiir diesen
Xx-Wert rechnen wir das Polynom aus und erfahren, ob es durch x — 2 teilbar ist.

Wir schreiben die Koeffizienten des Polynoms in absteigender Folge der Grade des Exponenten.
Hier also 3, 4,-5 und -14. Nach der zweiten Zeile machen wir einen horizontale Strich, links
einen vertikalen und schreiben die Wurzel links hin. Dann ziehen wir den Leitkoeffizienten

herunter.
1 4 -5 —14 4 -5 —-14

1
2 2| |
1

Als nachstes multiplizieren wir den Wert auf der dritten Zeile mit der Wurzel, 1- 2, schreiben
das Resultat auf die zweite Zeile um eine Stelle nach rechts geriickt. Dann addieren wir die
Ziffern der zweiten Kolonne, 4 + 2 und schreiben das Resultat 6 auf die dritte Zeile. Dieses
Prozedere wiederholen wir, bis wir rechts fertig sind.

4 -5 —14 5 —14
2
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:
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14 -5 —14 14 -5 —14
2012 12 201 2 12
16 16 7

Schliesslich multiplizieren wir die 7 mit der Wurzel (= 14), schreiben 14 auf die zweite Zeile
und summieren die letzte Kolonne; es gibt Null.

14 -5 —14 1 4 -5 —14
200 2 12 14 20002 12 14
16 7 16 7

Die dritte Zeile enthalt die Koeffizienten des Quotienten, eines Polynoms mit dem um 1
verringerten Grad plus dem Rest. Im Beispiel sind die Koeffizienten 5, 13, 30 und der Rest 0.
Somit ergab die schematische Rechnung

(x> +4x%2 —5x—14) = (x—2) = Ix> + 6x+ 7
—_——
1.Zeile 3.Zeile

12.10 Ubung Wir rechnen die Division der Gleichung (5x3 —2x? + 1) + (x — 3) mit dem
Hornerschema. Dazu Schreiben wir die Zahlen 5, -2, 0, 1 und die Wurzel 3 links. Die erste
Zahl ist der Leitkoeffizient 5, dann folgt —24+15=13,13-3 =39,04+39=3%2und 39-3 =117
sowie schliesslich 1+ 117 = 118.
5 =2 0 1
311 15 39 117

5 13 39 |118

Der Restterm 118 bedeutet dann den Rest von 118/(x — 3). <

(5%3 —2x% + 0x + 1) + (x — 3)

5 =2 0 1

+
Vel 15 39 117

5 13 39 118

oL

2 118
5x +]3X+39+m

12.11 Ubung Wir wollen 4 — 8x — 12x? durch 2x — 3 dividieren. Das Schema funktioniert
aber nur fiir Divisoren der Form x — a. Deshalb miissen wir die Gleichung durch 2 kiirzen,
also (—6x? —4x +2) = (x — 3/2). Damit folgt

6 -4
3 39
2 I A
35
—6 —13 -3
35

Die Division ergibt das Polynom mit Rest: —6x — 13 — 5225. <
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12.12 Ubung Wir wollen zeigen, dass man das Schema auch mehrfach hinteinander schalten
kann, wenn man mehrere Wurzeln kennt. Dazu betrachten wird P(x) = 4x* —4x3 — 11x2 +
12x — 3 mit der doppelten Wurzel x = 1/2. Das Schema besteht aus der Aneinanderreihung

von zwel Einzelschemata.
4 —4 11 12 -3

'y 2 -1 -6 3

2
4 —2 12 6 [0]
2 0 —6
4 0 —12

Aus dem Schema kann man P(x) =+ (x — 1/2) und P(x) = (x — 1/2)? herauslesen. Es sind dies
4x3 — 2x? —12x + 6 (3. Zeile) und 4x% — 12 (5. Zeile). <

12.5 Nullstellen bei ganzzahligen Koeffizienten**

Das Hornerschema liefert eine relativ schnelle Methode, um Nullstellen eines Polynoms zu
testen. Die Frage ist aber auch, wie kommt man zu guten vermuteten Nullstellen. Dazu gibt
es mehrere Verfahren, die aber nicht hinreichend sind. Das heisst, es gibt eine Auswahl, von
der moglicherweise Kandidaten stammen.

Wir beschranken uns hier auf ein Verfahren fiir Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten.
Man kann durch Erweitern auch Briiche als Koeffizienten zulassen. Es gilt der Satz der
rationalen Nullstellen, hier auch Lemma von Gauss genannt.

Satz 12.1. Lemma von Gauss Es ist P(x) = anx™ + an_1x™"' +...+ a;x + ag ein Polynom
vom Grad n > 1 und ganzzahligen Koeffizienten ag, aj, ...a,. Wenn v eine rationale
Nullstelle von P ist, dann hat r die Form :I:g, wobei p ein Faktor vom Absolutterm ap und
g ein Faktor des Leitkoeffizienten a,, ist.

Dieser Satz liefert einen Vorrat an moglichen Zahlern und Nennern, die man dann auspro-
bieren muss. Je mehr Faktoren die zwei Zahlen haben, desto mehr Moglichkeiten. Es ist
natiirlich moglich, dass das Polynom gar keine rationalen Nullstellen besitzt.

Die Begriindung dieses Satzes ist recht einfach. Gemass Voraussetzung soll die Nullstelle
rational sein, also die Form p/q aufweisen. Wir wissen, dass P(c) = 0 ist fiir Nullstellen c,
also auch P(%) =0 ist. Zudem haben p und q keine gemeinsamen Faktoren, der Bruch ist
also gekiirzt. Wir konnen das Polynom schreiben als

n n—1
an <p> + an_1 <p> + ...+ aq <p>+ao:0.
q q q

Mit q™ multipliziert folgt

n n—1
an<p> + an_1 (p) + ...+ aqq <p>—i—ao:0
q q q

1

oder anders

anp™ = —an_1p" 'q—...—a;pq™ ' —aoq™

Die rechte Seite besitzt den Faktor q in allen Termen. Deshalb muss q in a, stecken, denn
p™ enthalt q nicht. Ebenso muss der letzte Term auf der rechten Seite, apq™, p als Faktor
besitzen und da dieser nicht in q™ sein kann, muss er Teiler von ay sein.
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12.2 Ubung Wir probieren diese Forderung an der Polynomgleichung P(x) = 2x% + 4x3 —
x? — 6x — 3 aus. Wir miissen also 2 faktorisieren, 1-2 und 3 als 1- 3. Die moglichen Wurzeln
sind somit {i %, + %, + %, + %} Das sind 8 Moglichkeiten. Wir beginnen mit x = 1 und
bekommen 6 — 10, was nicht richtig ist. Aber mit x = —1 haben wir Gliick! <

Wichtig 8. Die 1 ist immer ein Kandidat, weil die 1 immer Teiler beider Koeffizienten ist.
Die £1 bei Polynomen mit ganzzahligen Koeffizienten zu probieren ist also verniinftig. -

Es gibt Schranken fiir reelle Losungen, die sich aus den Koeffizienten ableiten. Eine Bekannte
ist die von Cauchy.

Satz 12.3. Regel von Cauchy Die reellen Wurzeln des Polynoms vom Grad n > 1 P(x) =
anX™ + an_1xX™ ' +...+a;x+ ap = 0 liegen im Intervall [—(M + 1), M + 1], wobei M der
.. : laol lai] lan_1l :

grosste absolute Quotient von Tl Taul =0 Tao] 18t

12.4 Ubung Wir kontrollieren diesen Satz an einem Beispiel: Wir erstellen das Polynom mit
(2x — 1)(x + 3)(3%x? + 1) und erhalten 6x* 4+ 15x3 — 7x? + 5x — 3 = 0 mit den Lésungen
{1/2,—3}. Es folgt M = max(%s, %, %, %) = %5. Damit das Intervall [-2!, 21]. Die Losungen

6 6
1/2 = % und %8 liegen im Intervall. <
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Aufgaben

0.5 Vereinfache (auch durch Ausmultiplizieren)
@@ (4—3x)+(3x2+2x+7) (b)) 2+4t—23—1) () q(200—3q) — (5q + 500)
d By—12y+1)  (e) (3 - 7) 2x+5) () —(4t+3)(t2—2)  (g) 2w(w? —5)(w? +5)
(h) (5a2 —3)(25a* +15a2+9) (i) (x*—2x+3)x*+2x+3) () V7 —2) (V7 +2z)

5 (a)3x2—x+11 () t2+6t—6 (c) —3q2+195q—500 (d) 6y2 +y—1
(e) —x% + %x +15 () —4t> -3t +8t+6 (g) 2w’ — 50w (h) 125a® — 27
(i) x*+2x2+9 () 7—2?

0.6 Fiihre die Polynomdivision aus
(@) (6x> —11x—7) = (2x+2) (b) By?+6y—7) = (y— 3) (c) (6w —3) + (2w +5)
(d 2x+1)=0Bx—4) () x¥* —4) = (2x+1) (f) (x> —8) = (5x — 10)
(9) 5x3 —x+1) = (x> +4)
6 @ ( 62-11x-7):(x+1) =3x—7
—6x? —3x
—14x -7
T4x +7
0
(b)( 3y? + 6y —7):(y—3):3y+15+i3
—3y? +% v
15y —7
— 15y +45
38
(C)( 6w —3) (2w+5)—3+2wlf5
—6w—15
—18

(d)( 2x+1) (3x 4) % 3?_4
—2x+3 h
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(g)( 5x3 —x+1):(x2+4):5x+%
—5x3 —20x
—21x+1

0.7 Faktorisiere
(@) 2x —10x2  (b) 12x> — 83>  (c) 16xy? — 12x%y  (d) (Z +3)2 —4(z+3)3
(€ 2x—1)(x+3)—42x—1) (F) 22(z—5)+z—5 (g) w? —121  (h) 49 —4x?
(i) 81y*—16 (i) 922—64y* (k) (y+3)2—4y?> (I) (x+h)>—(x+h) (m) y?>—24y+144
(n) 25x2 +10x+1 (o) 12x3 —36x? + 27x
7 (a) 2x ausklammern: 2x(1 — 5x)
(b) 4x> ausklammern: 4x3(3x? — 2)
(c) 4xy ausklammern: 4xy(4y — 3x)
(d) (z+ 3)? ausklammern und zweite Klammer vereinfachen: —(z + 3)%(4z + 7)
(e) (2x — 1) ausklammern: (2x — 1)(x — 1)
(f) Gemeinsames (z — 5) ausklammern: (z —5)(z% + 1)
) Zweite binomische Formel anwenden (w— 11)(w + 11)
(7 —2x)(7 + 2x)
(

(9
(h) Zweite binomische Formel anwenden
( 9y? —4)(9y? +4) und nochmal fiir ersten Faktor: (3y —

i) Zweite binomische Formel anwenden:
2)(3y +2)(%9y* +4)
(j) weite binomische Formel anwenden: (3z — 8y?)(3z + 8y?)
(k) Ausklammern y? + 6y +9 —4y? = —3y? + 6y +9, Ansatz —(3y +3)(y ¥3) und —(3y +3)(y —3)
oder —3(y —3)(y+1)
(1) (x+h) ausklammern: (x+h)((x+h)?—1) und binomische Formel fiir zweite Klammer (a?—b? =
(a+b)la—b)mit a=x+hundb=1) (x+h)(x+h—1)(x+h+1)
(m) Ist Quadrat (y — 12)?
(n) Ist Quadrat (5x 4 1)?
(0) Zuerst 3x ausklammern, dann Quadrat: 3x(2x — 3)?

0.8 Finde die Lésungen der Gleichungen
(@ (7x+3)(x—=5 =0 (b) 2t—1)2(t+4) =0 (c) (Y?+4)By?>+y—10) =0
(d) 4t =1+2 ( ) y+3=2y> (f) 26x=8x2+21 (g) 16x* =9x*> (h) w(6w+11) =10
() 2w? +5w+2=-32w+1) () x¥*(x—3)=16(x—3) (k) 2t+1)° =(2t+1)
(N a*+4=6—a?

8 (a) Nullproduktsatz, jeder Faktor ist null, also x —5 = 0 und 7x + 3 = 0, womit x; = —;, x2 =5

(b) Jeder Faktor null, d.h. t +4 = 0 und 2t-1=0, so dass t; = ]i o =—4
(c) Erster Faktor irreduzibel, zweiter (y+1/6)% —1/36 = 10/3 und deshalb y = —1/6+/121/36 =
—1/6 £ 11/6 etc. y1 = g y Yo =—2

(d) Bsist 4t —t> =0 =t(4 —t) = —t(t —4), mit Nullproduktsatz jeden Faktor null setzen: t; =0 ,

t, =4
1+4/1 1,3 3
(e) Z.B. Mitternachtsformel: y; > = — +8 =7 + 7 odery; =-1,y2 = 7
3 7
(f) x1 _E’XZ_Z

(9) Faktorisieren x?(16x? —9) =x?(4x —3)(4x +3) =0, Alsox; =0, x2,3 = i%

=11 £121+240 11419
12 N 12

(h) Ausmultiplizieren 6w? 4+ 11w — 10 = 0, Mitternachtsformel x =

2

womit w; = 5 Wy = 3

(i) Umformen 2w? 4+ 5w + 2 + 6w + 3 = 0 oder 2w? + 11w + 5 = 0, faktorisiert (2w + 1)(w + 5).
1

Damit wy = -5, wy = -3
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(i) x — 3 ausklammern (x — 3)(x* — 16), binomische Forme fiir zweiten Faktor: (x —3)(x —4)(x +4),
jeden Faktor null setzen: x; =3, x, = +4

1
(k) t1:_1,t2:—§,,t3=0

(1) Unechtes Quadrat mit z.B. u = a?, u? + u +4 = 6, quadratisch ergénzen (u+ 1/2)2 —1/4 =2,
U2 = 71/2 + \/9/4 = {:l:]}, a2 = +1

0.9 Bestimme mit dem Hornerschema, ob Nullstelle
(@) P(x) =5%> +17x% + 13x + 21 und xo = —3
(b) P(x) =x* —2x3 —25%x%? +2x + 24 und xp = 6
(c) P(x) =2x3 +3x? —8x +3 und xo = 1
5 17 13 21
9 (@ —-3| | =15 —6 —21 geht auf, ist Nullstelle
5 2 7 0

1 -2 =25 2 24
(b) 6| 4 6 24 —6 —24 geht auf, ist Nullstelle
1 4 -1 -4 0
2 3 -8 3
(c) 1] | 2 5 —3 geht auf, ist Nullstelle
25 -3 0



Kapitel 13

Bruchgleichungen

Diese Kapitel ist der Anwendung gewidmet und enthélt deshalb fast keine Theorie. Es wird
angenommen, dass der oder die Studierende fleissig iibet.

13.1 Begriff

Definition 15. Unter einer Bruchgleichung versteht man Gleichung mit mindestens einem
Bruchterm, der die Unbekannte im Nenner enthalt.

Ein paar Beispiele von Bruchgleichungen:

Xy SERL (x+5) —2— =1
x+ 1 X x+ 1
1 2x +17 x* + 5x3
1)+ - = = S =
G+ 1) X 1 x+1 x+5 x3 — 25x ]

Wir sehen, dass in Bruchgleichungen alle Grundoperationen vorhanden sein konnen und dass
die Unbekannte in verschiedenen Potenzen auftreten kann. Deshalb sind die Bruchgleichungen

eine recht grosse Kategorie von Gleichungen.

Definition 16. Eine rationaler Ausdruck ist als Quotient zweier Polynomfunktionen dar-
stellbar ist. Er hat also die Form

AmX™ + A1 x™ !+t aix+ag | Pr(x)

mit natiirlichen Zahlen m und n. Die Koeffizienten a,...,ap,bn,...,bo konnen beliebige
reelle Zahlen sein; alleine darf Q,, # O sein.

Definition 17. Der rationale Ausdruck mit n = 0 heisst ganzrational, der mit n > 0

gebrochenrational.

Die grosse Klasse von gebrochenrationalen Gleichungen fithrt uns unweigerlich zu den

Polynomen und deren Faktorisierung zuriick.

Wichtig 9. Das erste Ziel zur Losung von Bruchgleichungen ist die Beseitigung der Briiche.
_|

13-0
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.. 2
13.1 Ubung Die Gleichung 77(] = 1. Als erstes halten wir fest, dass der Nenner nie Null
X
sein darf. Das heisst, x +1 = 0 und damit x = —1 ist nicht erlaubt. Die Multiplikation beider
Seiten der Gleichung mit einer Zahl ist eine Aequivalenzumformung. Wir multiplizieren mit

dem Nenner x + 1
2x

x+1 -
Damit wird 2x —x = 1 und x = 1. Das x ist nicht —1, das nicht erlaubt ist, somit ist x =1

1 & 2x =x+1

die Losung. <

.. 1
13.2 Ubung Wir betrachten x + — = 2. Wir bemerken, dass x nicht Null sein darf. Wir

X
multiplizieren alle Terme mit dem Nenner des Bruchs

1
x+;=2 & x24+1=2x & x> —2x+1=0 & (x+1)2=0

und damit x = —1. Diese Losung ist im Definitionsbereich von x. <
13.3 Rezept Losen von Bruchgleichungen
(1) Definitionsbereich D bestimmen, Nullstellen Nenner,

)
(2) falls moglich, Nenner (und Zé&hler) faktorisieren, und gemeinsame Faktoren kiirzen,
(3) Hauptnenner (HN) der vorkommenden Bruchterme bestimmen,

(4) beide Seiten mit HN multiplizieren, damit die Nenner wegfallen und die Briiche
verschwinden,

(5) auflésen nach der Unbekannten,

(6) Losung priifen, ob in D enthalten.

13.2 Termumformungen

Zur Vorbereitung einer Losung sind die Terme meist unzuformen und zu vereinfachen. Darin
enthalten sind auch die Faktorisierungen von Nenner und Zahler.

13.1 Ubung Wir betrachten die Gleichung

x4 4 5%x3

——-—=a

x3 — 25x
Wir versuchen, die linke Seite, die aus einem Bruch von Polynomen besteht, zu vereinfachen.
Wir wissen, dass man Polynome meist in Linearfaktoren zerlegen kann. Als erstes klammern

Wir aus
x*4+5x3  x*(x+5)
x3 —25x  x(x2 —25)’

dann zerlegen wir in Faktoren
x3(x 4 5)
x(x —5)(x +5)
jetzt notieren wir auf dem Losungsblatt zum spédteren Gebrauch, dass x # 0, x # 5 und
x # —5 gelten muss. Jetzt konnen wir kiirzen

x3(x +5) x2

x(x —5)(x+5) x—5
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Jetzt fahren wir mit der Gleichung fort und machen die Umformung

x2

x—5 -

Das ist eine quadratische Gleichung. Mit quadratischem Erganzen

x? —ax = —5a & (x—a/2)? = —5a+a?/4 & X1,2 = a/2+4/a?/4 —5a.

<

a & x? = a(x—5) & x? —ax = —5a

13.2 Ubung Gestellt ist die Aufgabe, folgende Gleichung zu 16sen

2x?—5x—3  x*—2x—3 0
X —4 T X3
Die ersten Schritte betreffen die Termumformung der linken Seite, also Ausklammern,
Faktorisieren, Kiirzen. Hier wird zuerst noch die Tatsache verwendet, dass die Division mit
einem Bruch der Multiplikation mit seinem Kehrwert entspricht, also

X% —5x—3 x?2—2x—3 2x*—5x—3 x°+23 (2x%2 —5x — 3)(x° + 2x3)

X —4 T x5 +23 T -4 x2—2x—3 (x*—4)(x2—2x-3)

Zur Ubersicht behandeln wir jeden Klammerausdruck separat und fiigen dann alles wieder
zusammen. Wir beginnen mit dem Einfachsten:

xt—4=x*=2)(x?+2)
dann
X2 4+ 2x3 =x3(x? 4+ 2)

Fiir x2 — 2x — 3 suchen wird die Nullstellen, um die Linearfaktoren zu bestimmen. Es ist
nicht von vornherein klar, ob dies gelingt. Mit der Mitternachtsformel

_ —b+vbZ—4dac 2+4+12
N 2a N 2
also ist x2 —2x — 3 = (x — 3)(x + 1). Nun bleibt noch der Ausdruck 2x? — 5x — 3, also

wiederum ein Polynom zweiten Grades mit den Nullstellen:

—bj:\/bz—llac_Sj:\/25+24_5j:7_{3 1/2)
2a - 4 T4

Hier gilt es zu beachten, dass der Faktor 2 beriicksichtigt wird als

X1,2 :{33_]}

X1,2 =

%2 —5x—3=2(x+1/2)(x—3) = 2x + 1)(x — 3)

Nun stellen wir den Term neu zusammen und finden

(2x% —5x — 3)(x° + 2x3) (2x + 1) (x —3)x3(x? +2)

(x* —4)(x2 —2x—3)  (x2—=2)(x24+2)(x—=3)(x+1)

Somit
o (x+ N33 x2+2] X3 (2x+1) 0
(x2 = 2)A+Z](x—3(x+1)  (x+1)(x2—-2)

Mit dem Nullproduktsatz folgt, dass die einzelnen Faktoren null sein miissen. x; = 0 ist
dreifache Nullstell, aus x> + 2 = 0 folgt keine reelle Nullstelle. Nun sehen wir aus der

Augangsgleichung, dass x = 0 nicht zuldssig ist, weil ein Nenner null ware. Somit ist die
Losungsmenge leer. <
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. x—2
13.3 Ubung 20 2

von x, der R ohne x = 43 ist. Sodann konnen wir den Nenner wegmultiplizieren und erhalten

= (0 ist gegeben. Als erstes bestimmen wir den Definitionsbereich

5—x+2=0 & x=7.

Das ist eine Losung im Definitionsbereich. <
3 y+1

y2—8y+16 16y—y
beim ersten Nenner die zweite binomische Formel erkennen, also

13.4 Ubung Der folgende Ausdruck ist zu vereinfachen: 3. Wir kénnen

y*—8y+16=(y—4)°
und im zweiten Nenner die bekannte Formel (a? —b?) = (a — b)(a + b), also

16y —y* =y(16—y*) =y —y)d+y) = —yly -4y +4)
Damit folgt
3 n y+1
y—4y—-4) —yly—-4y+4)
Gleichnamigmachen bedingt die Erweiterungen

3 yly+4) y+1 (y—4)

y—4)2 yy+4) yy—-4Huy+4) y—4)

Differenz bestimmen

Y+ - y+Dy—4) 3y +12y— (2 —4y+y—4) 2y’ +15y+4

(y—4)2yy+4) yly—4)2%(y+4) T yly—4)2y+4)

Der Zahler ist irreduzibel, d.h. er hat keine reellen Nullstellen, denn die Diskriminanten ist

negativ. <

13.3 Gleichungen

Um Gewinnumformungen zu verhindern, miissen wir ganz zu Beginn des Losungsprozesses
die Nullstellen der Nennerpolynome aus dem Definitionsbereich ausschliessen. Dazu notieren
wir am Anfang die nicht zulassigen Werte und vergleichen sie am Schluss mit den gefundenen
Losungen.

13.1 Ubung In der folgenden Gleichung heisst die Unbekannte x. Die Gleichung besitzt einen

Bruch mit der Unbekannten im Nenner.

x> —2x+1 —1x—1
x—1 2

Als erstes stellen wir fest, dass x # 1 sein muss, weil sonst der Nenner Null wiirde. Als
zweites bringen wir den Bruch weg, indem wir mit dem Nenner x — 1 erweitern. Das heisst,
wir multiplizieren beide Seiten mit diesem Term. Das ergibt

x3—2x+1:(x—1)(%x—1)

Uns kénnte das 1/2 stéren, weshalb wir mit 2 erweitern und ausmultiplizieren

2% —dx+2=(x—1)(x—2) 2N 2% —dx+2=x*—3x+2
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Nun bringen wir alles auf eine Seite, wobei das 2 dann wegfallt
23 —4x —x2+3x =0 & x(2x> —=x—1)=0

Ein Produkt ist Null, wenn jeweils ein Faktor Null ist. Damit ist eine provisorische Losung
schon bekannt: x = 0. Andere Losungen ergeben sich aus 2x*—x—1 = 0 oder x*—x/2—1/2 = 0.
Mit quadratischem Erginzen folgt (x —1/4)2 —1/16 =1/2 und (x —1/4)> =1/16 +8/16 =
9/16. Radizieren bringt x — 1/4 = £3/4. Damit x; 3 = {1,—1/2}. Nun priifen wir die
drei provisorischen Losungen und finden, dass eine, x = 1, nicht zulassig ist. Damit folgt
L ={0,—1/2}. <

13.2 Ubung Wieder eine Gleichung mit zwei Briichen,

R B
]—x\/z 2X+5_

Der Term /2 ist eine reelle Zahl wie viele andere und bedarf keiner speziellen Betrachtung.
Als erstes bestimmen wir den Definitionsbereich, d.h. ausgeschlossene Nullstellen. Zum einen
T —xv2 # 0 oder x # 1/+/2 und 2x + 5 # 0, woraus x # —2.5.

Summen und Differenzen von Briichen bedingen das Gleichnamigmachen. Bei komplizierten
Termen bestimmt man Faktoren und den Hauptnenner. Hier sind die zwei Nenner einfach
und ohne gemeinsame Faktoren. Deshalb multipliziert man beide Seiten der Gleichung mit
beiden Nennern. Das fiihrt zu

3(2x +5) B 101 —xv2) B
(1—xv2)(2x+5) (2x+5)(1 —xv2)

Alle Terme haben denselben Nenner, also betrachten wir nur noch die Zahler
3(2x+5)— (1—xv2) =0 & 6x+15—1+xvV2=0
Wir isolieren x und bekommen

x(64+V2) =—15+1 & X =

Die Losung ist im Definitionsbereich und somit zulassig. <

13.3 Ubung Gesucht wird die Lésung von 3(x% 4+ 4)~ ! + 3x(—1)(x? + 4)72(2x) = 0. Wir
schreiben der Ubersicht halber die Briiche und formen dann um, wobei wir bemerken, dass
die Nenner (x? + 4) irreduzibel sind, also keine reellen Nullstellen aufweisen,

3(x24+4)7 4+ 3x(=1)(x*+4)%(2x) =0  |TU
3 1

X2+4_3X(X2+4)22x:0 63+ 47
3x*+4)—3-2x2=0 [TU
—x*+4=0 | (=1),+4
x2 =4 |\/
X1, =%2
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Aufgaben
0.4 Vereinfache durch Termumformung
x2 —9 3x t? —2t dy —y? y2—16
. b) —— =~ (3t2 -2t -8 +
(@) x2  x2—x—6 (b) 12 +1 ( )o@ 2y +1 2y2 —5y—3
x 1T—x 2 w? +1 2—y 1-y y*-1
_ _ f _
W= Oy w7 O5 35 3
2 5 3 3
1 2x 1 m? 1 X 2 nh 2
— =2 h) — — — i) ——+-—— j) X k
(g)bJ]rb—E]) ()x—4 2x +1 ()m2 4+2—m G) x—1 (k) h
n X+t h  x
() X0
4 (a) Die Vereinfachung beginnt mit dem Term x?> — 9 = (x — 3)(x + 3) und der Faktorisierung von
3(x+3)

x> —x —6 = (x — 3)(x + 2). Damit wird der Bruch )
x(x +2)
(b) Im ersten Zahler kann man t ausklammern, sodann muss man 3t?> — 2t — 8 faktorisieren, der

Versuch beginnt mit (3t £ p)(t + q), die Zahl 8 kann man als 8 - 1 oder 4 - 2 faktorisieren, damit

z.B. (3t + 2)(t F4). Der mittlere Term —2x bekommt man so nicht hin, also (3t +4)(t ¥ 2) und
t

folglich (3t +4)(t — 2). Damit kann man vereinfachen zu m

4y —y>2y?—-5y—3
(c) Division als Multiplikation mit Kehrwert: Zyy +y] yyz }; ¢ umformen, binomische For-

—y(y—4) 2y*> -5y — —y 2y?—-5y—
mel vy ) 2y" —5y =3 , kiirzen Yy 2y =Y 3, Faktorzerlegung von 2y? — 5y — 3:
2y+1 (y—4)(y+4) 2y +1 y+4
Ansatz (2y +p)(y + q), erraten q = —3, p = 1, also 2y> — 5y — 3 = (2y + 1)(y — 3), damit
— 2y + 1y — —
y (y+1Dly—3) vy 3). Definitionsbereich: D = R\{—2,3,4}.

i
P — , urzen7y+4
(d) Definitionsbereich: D = R \ {1/3}. Gleicher Nenner x ;x(] _1X) = ?; — : .

— W2+l —w?—1)  —w2—-Nw+1)

(e) Definitionsbereich: D = R\{1}. Gleicher Nenner
w—1 w—1 w—1

—w—1.

(f) Definitionsbereich: D = R \ {0}. Gleicher Nenner

2-y-0-y)+*-1) 2-y—T+y+y*-1 y* y
= =33

3y 3y
. . _b(b—3) 1 2(b—3) L, b(b—=3)+1-2(b—-3) b2 —-3b+1-2b+6
(g)2G1e1chnam1g machen: b—3 b_3 b_3 damit P— und P =
%, besser geht es nicht.
4x? 4
(h) Gleichnamig machen und addieren: %
2 m+2

(i) Hauptnenner m? —4 = (m + 2)(m — 2), erweitern zweiter Term 4 m_2)m12
2 _ 2 -2
%, Faktorzerlegung m? — m —2 = (m — 2)(m + 1), damit E:ll—Zignmli;; = 21;
mit m # 2.
2(1 —x)

(j) Definitionsbereich D = R \ {0, 1}. Z&hler umschreiben x+1’ mit Kehrwert multiplizieren

2(1—x) x—1) = ;2
X X
6—3(2—nh)
- . . . . 2(2—nh) . .
(k) Definitionsbereich Dy, = R\{0, 2}. Z&ahler gleichnamig B — mit Kehrwert multiplizieren:
6—3(2—h) 3h )

22—h)-h  22—hh 4-2h’
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1 1
x+h x l 1 X
)] T mit i erweitern: m_ﬁ’ gleichnamig mit Hauptnenner hx(x+h): m_
(x+h) x—(x+h) ~ —-h 1 h 0
xh(x +h)  xh(x+h) xh(x+h)  x(x+h)’ '
0.5 Finde die Losungen der Gleichungen
X 3y—1 1 1T w?-3 2x+17
@5z =3 O =1 @ stis -y @ 57 =x+S
x2 —2x +1 —y3 +4y 3w —w?
- =1 fy ——— =4 = —
(e) X3+X2_2X () y2_9 y (g)V\}<i>\/g W_\/g
2 3 x?
h)y ——1=—— i
Wi T ¥

(1+xv/3)2 =3
5

(a) Definitionsmenge: Nenner darf nicht null sein, d.h. 5x +4 # 0, d.h. x # —2/5, umformen aus
X

=3 wird x=3(5x+4) =15x+ 12, und 14x = —12 und x = —
5x+4

7
(b) Nenner hat keine Nullstelle, also keine Einschrankung. Umformen 3y—1 =y2+1,y%*+2-3y =0,
Faktorzerlegung (y —2)(y — 1) fihrt zuy = 1,2
(c) Definitionsmenge R \ {3, —3}, erweitern w=3) + w+3) = w? ist aequiva-
L w+3)w—-3) (w=3)(w+3) w2-9
lent zu (w —3) + (W4 3) = w? — 3 und w? — 3 — 2w = 0, faktorisiert (w —3)(w+1). w = 3 ist
nicht erlaubt, so dass nur w = —1 Losung ist.

(d) Definitionsbereich: R\ {—1}. Umformen 2x +17 = (x +5)(x + 1) = x> + 6x + 5 und x? +4x = 12,
quadratisch erginzen (x +2)> —4 = 12 und (x +2)? = 16, x + 2 = +4, x = —2 + 4 woraus
x1,2 ={—6,2}.

(e) Umgeformt x? —2x+1 = x3 4+x% —2x, vereinfacht x> = 1 und x = 1. Kontrolle Definitionsbereich
durch Einsetzen der Losungen: x = 1 keine zuldssige Losung, denn 13 +1%2 —2 =0.

(f) Definitionsbereich Nennernullstellen, d.h. y> — 9 = (y — 3)(y +3) =0, damit D = R\ {-3,3}. y
ausklammern und wegen Nullproduktsatz erste Losung y; = 0. Rest umformen:

2
Yy wind
ys—9
zu —y? +4 =4(y? —9) und 5y% =40, y> =8 und yr 3 = +V8 = +2v2.
(9) Definitionsbereich D = R \ {v/3}. Umformen (w + v3)(w — v3) = 3w —w? = w? — 3 und

w3 4+ w? — 3w — 3 =0, probieren x = +1: x;

( w3+w2—3w—3>:<w—|—1) 2

=w-—-3
—w3 —w?

—1 passt, Polynomdivision

—3w—-3
w43
0

Damit w? =3 und w, = ,\/g’ denn v/3 nicht in D.

2 _ _
(h) Definitionsbereich: D = R\{+1/v/2}. Hauptnenner (2x2—1), 20c/2+1) 2x2 1 = 30:v2 1)

22 -1 2x2—-1 2x2—1
und somit 2(xv2 +1) — (2x2 — 1) = 3(xv/2 — 1) und 3xv2 —3 —2xv2 — 24+ 2x2 — 1 = 0 sowie
2x% +xv2 — 6 =0 oder x* +xv/2/2 — 3 = 0. Mit pg-Formel

V2 F V2 25 V2 5V2 3V2
e A T A R T S R s SN
(i) Definitionsbereich D = R, denn Nenner hat keine reelle Nullstelle. x2 = 3(1 + xv/3)?) =
3(142xv/3 +3x2) und 9x2 —x2 + 6xV/3 + 3 = 0 sowie 8x2 + 6xv/3+ 3 = 0, z.B. Mitternachtsformel:

. —6vV3++/36-3+4-8-3 —6V3+36-3—4-8-3 —6V3++/108—96
]2: f— =
> 16 16

16
—3V3+3 V3 V3

CH S

_ —6V3+£V12

X2 = 16
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0.6 Lose folgende Betragsgleichungen
@ || =2
x2—1|
2z 2
(b) '4 —z? z—2
6 (a) Es sind zwei Gleichungen zu 16sen: 2(x2 —1) = 2x und —2(x?> —1) = 2x, oder x> —x—1 = 0 und
x? +x—1=0. Aus der ersten folgt: (x —1/2)2 —1/4 =1,%; 2 = 1/2+1/5/2 und aus der zweiten
1£vV5 —1£45 )

(x+1/2)2=1/4—1=0und X34 = +4/5/2 —1/2, zusammen X1,2,3,4 =1

272
2 2 2 -2
(b) Zwei Gleichungen: (i) 7 _ZZZ =7 (i) 1 _ZZZ =T mit z — 2 kiirzen: (i) 2z =2(2 + z),
z =2+ z, keine Losung. (ii) z = —2 — z und 2z = —2 woraus z = —1
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Kapitel 14

Wourzel- und Potenzgleichungen

14.1 Begriff

14.1.1 Wurzel- und Potenzgleichung
Wir beginnen, wie so oft, mit der Begriffsbestimmung durch eine Definition.

Definition 18. Wurzelgleichungen sind Gleichungen, bei denen die Unbekannte mindestens
einmal unter einer Wurzel steht.

Ein einfacher Vertreter dieser Klasse ist
Vx=a
Definition 19. Eine Potenzgleichung ist eine Gleichung, in der eine Potenz der Unbekannten
vorkommt.
Typisches Beispiel:
x"'=a

Zudem wissen wir, dass man schreiben kann

Formel 14.1.

n\1/7z = X%
Damit kann man Wurzelgleichungen als Teil der Potenzgleichungen verstehen. Im folgen-
den konnen wir Wuzelgleichungen nur mit ganzzahligen Wurzeln betrachten. Andernfalls
betrachten wir Potenzen.

Anmerkung 14.2. Die Formel %/x = xm ist eine Definition, mit der Wurzeln rechnerische
gleich behandelt werden konnen wie Potenzen. Es gibt keine tiefere Bedeutung oder einen
Satz dahinter. Mit dieser Formel geht die Bedingung einher, dass die Basis nicht negativ
sein darf.

14.1.2 Radizieren und Potenzieren

Anmerkung 14.3. Da das Potenzieren die Umkehrung des Radizierens, des Wurzelziehens, ist,
gibt es auch Potenzgleichungen. Diese bestehen aus nur einer Potenz einer Variablen und
einer Konstanten:

x™" =c.

Das ist natiirlich ein Spezialfall der Polynomgleichungen. Deshalb sprechen wir hier nur iiber
Wurzeln.

14-0
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Die Hauptstrategie, um Wurzelterme zu eliminieren und die Bestimmung der Variablen zu
ermoglichen, ist das Isolieren der Wurzel mit anschliessendem Potenzieren.

Wichtig 10. Das Potenzieren mit einer geraden Zahl ist keine Aquivalenzumformung. Ein
solcher Rechenschritt kann namlich aus einer falschen Aussage wie 2 = —2 eine wahre

Aussage, namlich 22 = (—2)?

, machen. Daher konnen beim Potenzieren Scheinlosungen
hinzukommen, die keine Losungen der urspriinglichen Gleichung sind. Die Probe ist folglich

flir Wurzelgleichungen unverzichtbar. -

Satz 14.4. Interpretation 1, lasch Es ist n eine natiirliche Zahl, a eine reelle und {/a ist ebenfalls
reell. Dann gilt
n/a —

a fiir n ungerade
la| fiir n gerade

Satz 14.5. Interpretation 2, strikt Es ist n eine natiirliche Zahl, a eine reelle und {/a ist ebenfalls
reell. Dann gilt

in R nicht definiert fiir a <0

nﬁan:{a fiir a > 0

Anmerkung 14.6. Sie strikte Interpretation ist vorzuziehen, denn sie ist konsistent mit der
Potenzschreibweise und mit reellen Exponenten. Anderseits kann es sein, dass in einer
Aufgabe verlangt wird, v/—8 zu bestimmen. Hier gibt es drei Antworten: 1) dieser Ausdruck
ist nicht definiert in R, 2) der Ausdruck ist gleich —2 und 3) der Ausdruck ist —v/8, was
dann dasselbe ist wie —2.

Gemass Satz 14.4 gilt fiir V/(—2)* = |-2| = 2, aber nicht —2, das aber aus (—2)% = (=2)
folgen wiirde. Deshalb lieber Satz 14.5 verwenden! Auch der Taschenrechner verweigert
Satz 14.4.

Wichtig 11.  Bei einer Gleichung vom Typ x? = ¢ werden alle Losungen gesucht, welche die
Gleichung erfiillen. Fiir ¢ > 0 sind dies x7 , = #+/c oder x;7 » = {\/c, —/c}. —1

14.2 Potenzgleichungen

Das Rechnen mit Potenzen wurde in einem vorgegangenen Kapitel schon erlautert. Wir
konzentrieren uns hier nur noch auf spezielle Gleichungen.

14.1 Obung Wir bestimmen x aus x* = 625. Man sollte wissen, dass 625 = 252 ist und dass
wiederum 25 = 52 gilt, woraus folgt 625 = 5. Somit ist die Losung der Gleichung x = 5.

Aber auch x = —5 erfiillt die Gleichung. Die Losungsmenge ist I. = {5, —5}. <
14.2 Ubung Wir suchen die Losungsmenge von x> + % = 0. Daraus x> = —8 1. Weil 3
ungerade ist, kénnen wir schreiben x = —81/3 = —1/2. Es gibt bei ungeraden Potenzen
nur eine Losung. <

14.3 Ubung Gesucht Losung fiir %(57( — 774 = 211173' Wir schreiben das Reziproke hin,
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tauschen Zahler und Nenner auf beiden Briichen 3(5x — 7)% = 243 und formen um

36x—7)* =243 | +3
Gx—7)*=81 |OV*
5« —7=3 | +7

5x =10 | =5
x=2
<
14.4 Ubung Wir versuchen, x fiir v/x = —3 zu bestimmen. Das ist eine Fangfrage, denn eine

Whurzel darf keinen negativen Wert annehmen. Deshalb ist die Losungsmente L. = @. Es ware
verlockend, einfach zu quadrieren, also x = 9 zu setzen. Wenn man aber einsetzt, sieht man,

dass das keine Losung sein kann. <
Wichtig 12. & Es darf kein Wurzelausdruck negativ sein, also fiihrt {/x = —|a| zu keiner
Losung fiir x. —

14.5 Ubung Wir suche x aus (4x —2)3 = 64. Radizieren 4x — 2 = 2°/3 = 4, dann 4x = 6 und
x = 3/2. Bei ungeradem Exponenten gibt es eine eindeutige Losung. <

14.6 Ubung Die Gleichung (x — 1)% = 81 ist gegeben. Wir radizieren, es folgen 2 Zwischenld-

sungen: (x — 1) = +3. Weiters folgt x =1+ 3 oder L = {4, —2}. <
-3

14.7 Ubung Bestimmen wir die Losung von (%x + 1) " = 8. Beide Seiten werden mit —4/3

potenziert. Daraus folgt (%x + 1) — 875 und mit 83 =274 = 1/16. Damit

3 16
Te=_D

3 16
X__4£
16

<

14.8 Ubung Weiter mit (x — 2)% —(x— 2)15 = 6. Wir substituieren und setzen u = (x — 2)13.
Damit folgt u?> — u = 6 und mit quadratischem Erginzen (u—1/2)3 —1/4 = 6 mit den
Losungen u = 0.5 + 2.5 = {3, —2}. Wir untersuchen die zwei Falle, aber zuerst 16sen wir nach
x auf: (X—Z)% = u somit x —2 = u® und x = u® + 2. Mit u = 3 folgt x = 729 + 2 = 731.
Und u = —2? Wir kdnnen fiir u auch schreiben u = ¥/x — 2 und oben haben wir ja gesagt,
dass keine Wurzel negativen Wert haben kann! Somit ist u = —2 nicht zuléssig. <

.. 1
14.9 Ubung Zum Abschliessen: X3 —25= ﬁ(8x1 > 4100). Wie fast immer, bringen wir die
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x-Terme zusammen.

3 1

X2 —25= ”(815+100) |11
1x3 —275=8x""5 1100 |+ 275

1Mx2 =85 +375  |—x!5
11x'° — 8x'> =375 ITU

3x'° =375 | =3

>=125 |
x =125%/3 =52 =25

14.3 Wurzelgleichungen

14.3.1 Termumformungen

Die Umformung der Terme ist meist eine Vorbereitung fiir die Lésung einer Gleichung. Wir
transformieren in den folgenden Ubungen Wurzelterme. Das Ziel fiir Gleichungen ist immer,
die gesuchte Variable zu isolieren. Hier ist das Zwischenziel, Terme zu vereinfachen.

Einzelne Wurzeln
14.1 Ubung Wir vereinfachen v/0.0001. Innerhalb der Wurzel kann man faktorisieren, z.B.
V0.01-0.01 = v0.012 = 0.01. <

14.2 Ubung Bestimme /—125. Wir haben gesagt, dass Radikanden positiv sein miissen. Nur
hier, machen wir die Ausnahme, diesen Term als —+/125 zu schreiben. Da 125 = 53 ist wird

—+/125 = —5. <
14.3 Ubung Wir betrachten va® und v/79. Da x° = 1 folgt va® = v/1 = 1. Ebenso ist
70 = 1 und damit v/70 = 1. <

14.4 Ubung Wir betrachten die Summe /729 — /243 — /3125 + +/125. Ein alter Taschen-
rechner verfiigt nur iiber die Funktion y*. Deshalb schreiben wir um 729'/¢ — 2431/5 —
3125"/5 +125'/3. Mit dem Rechner erhalten wir 3 —3 —5+5 =0 <

14.5 Ubung Ein altes Rechenbuch behauptet, v/216 +~ v/16 = 3. Wir rechnen nach, indem
wir die Radikanden in Primfaktoren zerlegen. Der erste Term ist 216 =2-2-2-3-3-3 und
16 =2-2-2-2. Damit werden die Wurzeln v/216 = v/23-33 =2-3 =6 und v/16 = v24 = 2.
Damit ergibt die Division tatsédchlich 6/2 = 3. <

14.6 Ubung Vereinfache den Term

Die Hoffnung ist, dass der Radikand auf die Form (x — y)z gebracht werden kann, also aus
x? — 2xy + y? besteht. Wir formen die einzelnen Terme des Radikanden um

V(a) = L2+ (20)" =/ (20) —2tado+ (2b)’
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Die Hoffnung hat sich erfiillt, denn wir erkennen

(o) =

Summen

Gleichartige Terme kann man addieren, subtrahieren und zusammenfassen.

14.7 Ubung Vereinfachen wir 3v/a+b +5va—b +2v/a+ b — v/a — b. Wir fassen je zwei
gleichartige Terme zusammen und finden 5v/a + b +2+v/a —b. <

14.8 Obung Vereinfache 3v/3% +4+/29 —5v/316 — /315 —2/412 1 2/86. Wir erinnern, dass
man einen Term wie v/29 auch als 27/3 und somit als 23 schreiben kann. Wir vereinfachen
als erstes alle Exponenten der Terme 3-32+4-23 —-5.3%—33 —-2.42 4+ 2.82. Jetzt ist es
eine Frage des Geschmacks, ob man die Terme ausrechnet oder zuerst zusammenfasst. Zwei
Terme kann man auf anhieb streichen, namlich 33. Damit 4-23 —5.3% —2.42 +2.82. Wir
rechnen die Terme aus 32 —405 — 32 + 128 = —405 + 128 = —277. <

Potenzen und Produkte

Auf die Wurzelschreibweise kénnte man ganz verzichten, denn es gibt die Alternative mit
den gebrochenen Exponenten. Da man das Rechnen mit Potenzen ohnehin beherrschen muss,
kann man es auch hier anwenden.

149 Ubung Wir formen den Ausdruck \3/ \4/ /16 um. Wir schreiben

VA V16 = V16 =1654% = 16w

Nun ist 16 = 2%, so dass 1680 = 2% = 275 oder 2. <
14.10 Ubung Wir vereinfachen (x6)% + (xg)% + (—yS)% — (—y‘?)%. Die Exponenten kann man

multiplizieren, es wird x* +x°® —y3 —y®°. <

14.11 Ubung Wir multiplizeren aus: v/3x3y# - v/27x73y20. Wir kénnen das Produkt in
der Waurzel schreiben, denn beide Exponenten sind gleich. /3x3y? - 27x13y20 Wir fassen
die Potenzen gleicher Basen zusammen +/3x163y24 .27, zudem ist 3 -27 = 81 = 3*. Al-
so v/3%x'63y24. Alle Exponenten sind durch 4 teilbar, also kann man folgendermassen
radizieren: 1/34x16y24 = 3xHy®. <
14.12 Ubung Wir vereinfachen Y @3n+2 /g Gleicher Exponent, unter dieselbe Wurzel
nehmen ““'Va3n+2.an. Radikand vereinfachen *“'Va3n+2+n — *"/q4n+2 ynd weiter
2 (@) BT = a2, 4
14.13 Ubung Um das Jahr 1000 n.Chr. fand ein arabischer Gelehrter v54 — v2 = v/16.
Stimmt das? Ein schnelle Primzahlzerlegung von 54 ergibt 54 = 2 - 33. Damit ist v/54 =
V2333 = 3/2. Somit gilt 3v2 — V2 = 2v/2 = v/16. Anderseits ist V16 = V223 = 2v/2.

Damit ist die Gleichung verifiziert. <

Quotienten

Wir betrachten sowohl Quotienten von Wurzeln als auch Wurzeln von Quotienten.
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14.14 Ubung Wir vereinfachen

o] x12y=5
16y3z—38

Wir fassen alle gleichartigen Terme zusammen, wobei wir 16 = 2% beriicksichtigen und dann
radizieren
Jx1228 X322

24y8 - zyz
<
14.15 Ubung Wir vereinfachen
\/64x7y8 ) \/x3y6
4z - z6
Anstatt der Division multiplizieren wir mit dem Kehrwert, also
[64x7y8 64x7y8 _4 x’y®  z6
4z4 x3 4z4 zb x3y°
Nun kiirzen wir und ziehen die Wurzel
4 /xMy222 = dxPyz
<

14.16 Obung Wir betrachten (va2 — Vb (¢/a — v/b). Die Terme des Zihlers kénnen
wir umschreiben als v/a2 = (/a)2. Somit ((\/E)Z — (vb)?) = (¥/a — v/b). Mit der zweiten
binomischen Formel gemiss (x? —y?) = (x —y)(x +y) folgt (/a + V/b) als vereinfachte
Form. <

14.17 Ubung Der Nenner soll rational gemacht werden, d.h. es sollen keine Wurzeln mehr im
Nenner vorkommen. Ausgangslage ist Vatvh Wiederum miissen wir die zweite binomische

Va Ve

Formel bemiihen. Wir erweitern mit v/a + v/b. Dieser Term wird auch konjugierte Wurzel
zu v/a — v/b genannt. Damit folgt

Vat+vb _ Va+vb Va+vb  (Va+vb)?
Va—vb  va—vb vatrvb o oa-b

<

14.18 Ubung Wir machen noch ein Zahlenbeispiel. Wieder suchen wir einen rationalen Nenner

von — zll 73 Wir bemiihen die konjugierte Wurzel, also —2 + 4+/3, mit der wir erweitern

11 2+4V3  1(=24+4/3) _ 223-1) _ (2V3-1) (1-2V3)
243 2443  4—-16-3 —44 N 2 N 2

14.3.2 Typen von Gleichungen

Nun gehen wir einen Schritt weiter und betrachten Gleichungen.
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Ein Wurzelterm

Wenn nur ein Wurzelterm vorhanden ist, so kann dieser isoliert und dann potenziert werden.
Das gilt auch, wenn auf beiden Seiten der Gleichung nur je ein Wurzelterm steht.

14.19 Ubung Wir betrachten die einfache Gleichung ¢/x = x. Wir potenzieren mit der
Hochzahl 3 und erhalten x = x3. Division durch x, wenn dieses nicht null ist: 1 = x? und
hier x = 1. (Nach unserer Definition darf der Radikand nicht negativ sein, weshalb wir die
Losung x = —1 nicht zulassen.) <

14.20 Ubung Lésen wir ay/bx + ¢ = by/ax + c. Wir quadrieren und erhalten a?(bx +c) =
bZ(ax + ¢). Ausmultipliziert a?bx + a?c = b2ax + bZc, alle x-Terme nach links, Rest nach
rechts a’bx — b%ax = b?c — a?c oder x(a?b — b%a) = b?c — a?c. Division

b%c —a’c  c(b?—a?) c(b?—a?) —c(a+Db)
X = = = =
a’b—-b%2a abla—Db) ab(a—b) ab
Und wieder brauchen wir diese dritte binomische Formel. <

14.21 Ubung Man lése

\/ 87 —3V3x—10=9
Als erstes quadrieren wir und erhalten
87 —3V3x—10=81
dann ordnen wir um rechnen die Differenz aus, z.B.
6=-—3V3x—10 & 2=—V3x—10
Nun potenzieren wir
8§=—(3x—10) & x=2 & x=2/3

Wenn wir dieses Resultat einsetzen, dann stossen wir auf den Ausdruck v/—8, den wir uns
als —+/8 vorstellen. So stimmt das Resultat. <

Mehrere Wurzelterme

Eine Gleichung mit mehreren nicht gleichen Wurzeltermen plus noch ein Term fiihrt unter
Umstanden zur zweifachen Quadrierung.

14.22 Ubung Wir 16sen /x — 7 + /X =

muss. Sodann multiplizieren wir mit dem Nenner der rechten Seite und erhalten

. Als erstes halten wir fest, dass x # 7 sein

x —7+vVxvVx—7 =21 & VXxVx —7 =28 —x
Quadrieren fiihrt zu
Xx—7)=(28—%x)?% & F-7x=78-56x+xF &  49x=784

Und damit x = 16. <
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14.23 Ubung Betrachten wir die Gleichung v/x — 2 — v/x — 9 = 1. Quadrieren fiiht zu

(Vx—2—vVx—9)2 =1 o (x—2)=2Vx—2Vx—9+ (x—9) =1
Wurzeln auf einer Seite isolieren und nochmals quadrieren
“2Vx —2Vx =9 =1—(x—9)—(x—2) = 12—2x = 4(x—2)(x—9) = 144—48x +4x>
Durch 4 geteilt und umsortiert
(x=2)(x=9) =36—12x+x> &  F-x-2F18=36—12xF &  x—18=0
Also x = 18. Nachrechnen bestitigt es, denn V16 —vV9 =4 —3 =1. <
14.24 Ubung Wir betrachten

Vax+a+ V9% —2a=+v25x —a

Wir werden wieder zweimal quadrieren miissen, das erste Mal:
(V4% + a+v9x — 2a)? = 25x—a & 25x—a = 4x+a+2vV4x + av9x —2a+9x—2a
12x = 2V4x + a9 — 2a = 144x% = 4(4x + a)(9x — 2a)

und daraus, geteilt mit 4
36x? = (4x + a)(9x — 2a) = 36x% — 8ax + 9ax — 2a? = 36x% + ax — 2a?
schliesslich
ax—2a=0 & ax = 2a & x = 2.
<
14.25 Ubung Und noch dies: (/x —3)? + (¢/x +2)? = 25. Wir setzen voriibergehend u = /x.
Damit
(u—3)%+(u+2)? =25 N u? —6u+9+u+4u+4 = 25 N 2u?—2u—12=0

Mit 2 gekiirzt u? —u—6 = 0. Quadratisch erginzt (u—1/2)2—1/4—6 =0 oder (u—1/2)? =
6.25, radizieren u— 1/2 = £2.5 und u = 0.5 + 2.5 = {3, —2}. Die negative Losung ist nicht
zuldssig, denn die Wurzel +/x darf nicht negativ sein. Somit ist u = 3 und damit /x =3
oder x = 3% = 81. <

Verkettete Wurzeln

14.26 Ubung Wir betrachten \/(\/18x —/8x)2 + (V20 — /80)2 = 6 Wir formen zuerst den
Wurzelterm um, indem wir von innen nach aussen arbeiten.

\/(\/@—x/@z + (V20— V80)2 = \/(\/9-2x—\/4.zx)2 +(vV4-5—+/16-5)2
=/ (VOV2x — VAVZX)2 + (VAVE — V16V5)2
— \/3V2x — 2v202 + (25 — 4v5)2
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Somit lautet die Gleichung /2x + 20 = 6, quadriert 2x + 20 = 36 und 2x = 16 sowie dann
endlich x = 8. <



14.3. Wurzelgleichungen 14-9

Aufgaben

2.27 Radiziere (zieh die Wurzel)!
(@) VOx2 (b) V8t3 (c) \/50y® (d) VAtZ+4t+1  (e) Vw2 —T6w + 64

2_2 5 3

. x+1
27 () 3Ix| oder 3x fiir x > 0.

(b) 2t

(c) 5y3|v2 (oder 5y3V/2 fiir y > 0).

(d) 12t + 1| (oder (2t + 1) fiir t > —1/2).
(e) lw — 8| oder w — 8 fiir w > 8.

(f) V3x +1
VISV I
(9) B oder fiir ¢ > 0.
2rv/3mr2
() =
) 22V 2m
|§J3|

2.28 Finde die Losungen
3 e (1—2y)* _ 1 B B
(@ 2x+1) 8§=0 (b) —3 =27 (o) 1268 =4 (d) V3x+1=4

e5—-vVt2+1 =1 () x+1=+3x+7 (@ y+3y+10 = -2
(h) 3t+v6—-9t=2 (i) 2x—1=vx+3 () w=vV12—w? (k) Vx—2+vx—-5=3
() V2x+1=3+V4—x

1
28 (a) Potenzieren (2x 4+ 1)3 = 8 wird (2x + 1) = 8'/3 =2 und somit x = 3
(b) Umgeformt (1 —2y)* =81 = 3%, radizieren 1 —2y = 43, und y = —1,2.
(c) Kehrwerte nehmen 14 2t> = 1/4, und 2t = —3/4 sowie t3> = —3/8, entweder argumentieren,

1
dass das Radizieren nicht definiert ist oder (Augen schliessen) und schreiben t = —3 V3.

(d) Quadrieren v/3x + 1 =4 wird zu 3x + 1 = 16 und 3x = 15 sowie x = 5. Kontrolle stimmt.
(e) Potenzieren von 4 = v/t2 4+ 1 wird 64 =t* + 1 und t> =63 =9 - 7 sowie t = +9 -7 = £3/7.
(f) Quadrieren (x+1)2 = 3x+47 = x? 4 2x+ 1 und faktorisieren x> —x —6 = (x—3)(x+2), Losungen
{—2, 3} testen: nur x = 3 zulissig.
(9) Umformen /3y + 10 = —2—v, quadrieren 3y+10 = y?+2y+4, also y?> —y—6y = 0, faktorisiert
(y—3)(y+2). Testen {—2,3}: —2 nicht erlaubt, also y = —3.
(h) Umformen /6 — 9t = 2 — 3t, quadrieren 6 — 9t = 4 — 12t + 9t2, umformen 9t> — 3t —2 = 0,
3£v9+36-2 3+81 1+3 12

Mitternachtsformel x; , = 13 = 3 - ¢ womit t; ; = {—g, g}

(i) Quadrieren (2x — 1)? = x+3 = 4x*> — 4x + 1 und 4x? — 5x — 2, Mitternachtsformel x; ; =
5++v25 2 5 57

%, nur positive Lésung zulédssig, denn 2x — 1 > 0, also x; = + \ﬁ

(i) Mit 4 potenzieren: w* = 12—w? oder w* +w? = 12, quadratisch ergénzt: (w?+1/2)2—1/4 =12
oder (W? 4 1/2)? = 49/4. Daraus w? = —1/2 4 7/2 und die positive Losung w? = 6/2 = 3 sowie
dann w = {v/3, —/3}. Kontrolle ergibt nur w = /3 ist wahre Losung.

(k) x=6
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N 2x+1=0B+vV4—x)?>=9+6V4—x+4—x),daraus 2x +1 -9 —4 +x =3x — 12 = 6/4 —x,
nochmals quadrieren 9x? — 72x + 144 = 36(4 — x) und x?> —8x + 16 — 16 + 4x = 0 = x? — 4x oder

x(x —4) = 0 und x ={0,4}. Die Lésung x = O eingesetzt ergibt eine unwahre Aussage, deshalb ist
die einzige Losung x = 4.

2.29 Forme um
(@) (=25)"> =25"2  (b) 81a’b> +3a*b? (c) (9a® —10a*b* 4+ bd): (3a* + 4a?b? + b%)

4a73p™™ —(p—1) —2m —2n —m -n
(d) W (e) 2xP - 1.2x~P (f) ((1 —b ) - ((1 +b )
Mx3yzi\3 | 2xMy\3
(9) (5xyz3 ) T( 3z )

29 (a) 25712 = 253

(b) 81a’b® +3a*b? =27a’4b°"2 = 9a®b® = (3ab)3

(c) Zahler und Nenner faktorisieren (Vieta und zweite binomische Formel): 9a® — 10a*b* +
b® = (9a* — b*)(a* — b*) = (3a? — b?)(3a2+b?)(a? — b?)(a2+b?) und 3a* + 4a?b? + b* =
(3a2+07) (a2 +1b2) ergibt (3a2 — b?)(a? — b?)

4a73b~™  100a b ™ 100d™

(d) 52054 5d-"  cSbadbm

(e) 2.4xP—(P—1) = 2.4x

(f) Substitutionu = a~™ und v = b~™. so dass (u2—v? )= (u+v), damit (u—v)(u+v)=(u+v) = u—v,
wieder eingesetzt u—v=a ™ —-Db™"

. o . dx3yz? -3z \3 ) ) .
(9) Mit Kehrwert multiplizieren unter die Potenz nehmen: (3—) , auf einer Zeile schrei-
5xyz3 - (2x*y)
3
ben (12>c3gz35_]x‘11‘4_12_3’2_1x‘“y‘1 10_1> und zusammenfassen (12x3~1—4y!=1-123-310"1)3
und( 6 )3_ 6° 216
5x2y)/  53x6y3  125x6y3

2.30 Lose die Gleichungen

1
(@ 5= () va=a* (9 7*+8-71 =735 (d) 37557972 = 9x2.51
1

x_ _  _5-3 —
30 (@5 =755 577 also x 3.

(b) Umschreiben a'/* = a* und 1/x = x oder x> =1 und xq 2 = £1.

(c) Ausklammern 7*(1 +8/7) =735 = 7%(15/7) damit 7% =7 -735/15=7-49 = 73, also x = 3.
(d) 3% .57 .92 — 9x=2 . 51=x ymgchreiben 9% - 57 . 972 = 9x=2 . 51X Terme mit x nach
links 9% - 56% . 9% .5% = 9-2.51 .57 .92 kiirzen 5'x = 5% sodass 7x = 8 und x = 8/7.



Kapitel 15

Exponentialgleichungen und Logarithmen

15.1 Exponentialgleichungen und -ungleichungen

15.1.1 Grundlagen

Die Definition der Exponentialfunktion lautet wie folgt.

Definition 20. Als Ezponentialfunktion bezeichnet man eine Funktion der Form f(x) = b*
mit einer reellen Zahl b > 0 und b # 1 als Basis (Grundzahl). Man kann auch expy, (x) = b*
schreiben.

Anmerkung 15.1. Speziell ist exp.(x) = exp(x) = e*. Die Basis e, Euler’sche Zahl, kann man
weglassen.

Anmerkung 15.2. Bei der Potenzfunktion ist die Basis die Variable, also f(x) = xP, bei der
X

Exponentialfunktion hingegen der Exponent f(x) = p*.
Satz 15.3. Exponentialfunktion und Logarithmusfunktion sind die jeweiligen Umkehrfunktio-
nen, d.h.

logy, (b™) = logy, (expyp () =u
expy, (logy (1)) = b8 (W) =y

Eigenschaften 15.4. Exponentialfunktion Es ist expy (x) = b* eine Exponentialfunktion mit
b > 0 und b # 1, und es sind u und w reelle Zahlen. Dann gilt

Produktregel bUtW =b"b"™ | expy(u+w) = expy, (u) - expy (W)
Quotientenregel b“ W = E—; , exppu—w)= %((wu))
Potenzregel (b)Y =b*™ | expp(u)" = expy(u-w)
Nullelement b =1 , €xpy(0) =1

In den meisten Ubungen wird man gleichzeitig die Exponential- und die Logarithmusfunk-
tion brauchen. Deshalb macht es Sinn, hier schon die Eigenschaften der Log-Funktion zu
wiederholen.

15-0
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Eigenschaften 15.5. Logarithmus Es ist w = logy (u) < b" = u eine Logarithmusfunktion mit
b > 0 und b # 1, und es sind u und w reelle Zahlen. Dann gilt

Produktregel logy, (u - w) = logy, (1) + logy, (w)
Quotientenregel logy (55 ) = logy, (u) — logy, (W)
Potenzregel logb(uw) w - logy (u)
Nullelement logy, (1) =

Satz 15.6. Exponential- und Logarithmusfunktion sind eineindeutig (bijektiv), d.h.

(logp (1) =logy, (W) & (u=w)
(b =b") < (u=w)

Formel 15.7. Basiswechsel
log, (x)

log, (b)

logy, (x) =

Anmerkung 15.8. Der Basiswechsel zeigt, dass sich die Logarithmen des gleichen Wertes x
nur durch einen konstante Koeffizienten unterscheiden log,(x) = c - logy, (x). Z.B. ist
logiy(a) =1g(a) = 0.434291n(a).

Es ist niitzlich, sich den Verlauf der beiden Funk-
tionen vor Augen zu fiihren. Dass sie jeweils die
Inverse der anderen sind, sieht man gut an der
Spiegelungsachse x = y. Die Exponentialfunk-
tion hat einen positiven Wertebereich, so dass
der Definitionsberich der Logarithmusfunktion

eben auch nur positive Werte zulasst.

Man erkennt auch die Bedingungen, wonach
exp,(0) = T und sein Spiegelbild log, (1) = 0
erscheint.

Das Losen von Gleichungen mit Exponenten un-
terscheidet sich nicht grundsatzlich von anderen
algebraischen Gleichungen. Es gibt keine Methode fiir alle Falle und nicht jede Gleichung ist
losbar oder hat eine Losung.

Die Basis a bestimmt, ob die Funktion mo- N exp, (x)
noton steigend oder monoton fallend ist. In NN N
der Definition haben wir a # 1 gefordert. Fiir ARNUERN

a > 1 und speziell a = e = 2.71828... ist
die Funktion steigend. Fiir 0 < a < 1 ist sie
fallend.

\O<a<1
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log (x) Die Logarithmusfunktion ist monoton steigend mit dem
v Parameter a > 1 und fallend mit a < 1. Die ganze
N \\ a>1 Kurvenschar geht durch den Punkt (0,1). Die zwei
N X speziellen Funktionen lg(x) = log;o(x) und In(x)) <
\\\:\\ loge(x) sind monoton steigend. Diese Eigenschaft ist
KN \\\\\ fiir die Ungleichungen wichtig.
O0<a<l

15.1.2 Wachstums- und Zerfallsprozesse

Die Exponentialfunktion ist das elementare Modell von Wachstum, Wachstum von Bevolke-
rungen, Bakterienkulturen, Kapital, Ansteckungen etc.

Unbegrenztes Wachstum

Ein Kapital von Ko wird mit z = 4% = 0.04 per annum verzinst. Das heisst, nach einem
Jahr ist das Kapital auf Ko (1+0.04) angewachsen. Nach zwei Jahre wird daraus Ko(140.04)2
und nach t Jahren Ky (1 + 0.04)t. Es ist also

K(t) = Ko(1 +2)t

Es gibt Wertpapiere, die einen Zinssatz von 4% versprechen, der Zins wird aber halbjdhrlich
gutgeschrieben. Nach einem halben Jahr ist das Kapital Ky—»(1/2) = Ko(1 + 0.02) und
nach einem Jahr K_7,2(1) = Ko(1 + 0.02)2. Ein weiteres Papier verspricht auch 4%,
zahlt allerdings quartalsweise. Nach einem Jahr ist das Kapital dann Ky—4(1) = Ko(1 +
0.01)*. Verallgemeinert folgt: eine Zinssatz p.a. ist nicht absolut, sondern hingt von der
Zahlungsfrequenz ab. Die Formel lautet also mit der Frequenz als Parameter

Kn (1) = Ko (1 + %)t'h

Jetzt kann man sich die Frequenz immer hoher vorstellen, gar h — oco. Das ist dann die
augenblickliche Verzinsung. Hier kommt uns der berithmte Grenzwertsatz von Euler entgegen,
der da lautet:

Satz 15.9. Fiir x € R gilt:
xX\n
lim (1 + —) =e* = exp(x)

n—oo n
Damit wird die Verzinsung zum kontinuierlichen Zins mit

Ke(t) = Koe?t = Kp exp(zt).
Die Bevolkerung kann auch kontinuierlich als P(t) = PyeP! dargestellt werden, neben
P(t) =(1+Db)t.
Begrenztes Wachstum**

In der realen Welt gibt es aber kein grenzenloses Wachstum, denn dafiir sind Ressourcen
notwendig, die knapp sind. Bakterien in einer Schale konnen nur nach Massgabe der vorhan-
denen Nahrlosung wachsen. Die Bevolkerung entzieht sich die Grundlage durch Wachstum,
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so dass sie danach trachtet, die Reproduktion zu drosseln. Je mehr sich anstecken, desto
weniger sind iibrig, die sich noch anstecken kénnen. Um dieses typische begrenzte Wachstum
zu modellieren, hat sich die logistische Funktion herausgebildet.

Formel 15.10. Logistische Funktion

_ bo
- bo + (1 — bo)e*kt

b(t)

Die logistische Funktion in der Abbil- f(x)
dung zeigt den typischen S-Verlauf. Am
linken Ende ist das Wachstum noch na-
herungsweise exponentiell. Dann beginnt

die Ressourcenknappheit das Wachstum
zu dampfen bis zur Sattigung.

Zerfallsprozesse

Zerfallsprozesse sind typischerweise der radioaktive Zerfall von Isotopen, die Abkiihlung
einer Substanz nach Newton und der Wertzerfall eines Konsumgutes, z.B. eines Autos.
Angenommen der Wert eines Autos sinkt um 20% pro Jahr. Dann ist sein Wert in der Zeit
A(t) = Ag(1 — k)* oder kontinuierlich

At) = Ag - ekt

Die Newtonsche Formel der Abkiihlung einer Substanz ist von gleichen Typ. Die Temperatur
T(t) geht asymptotisch mit der Zeit auf die Umgebungstemperatur Ty; zuriick. Die Konstante
k ist eine Stoffgrosse.

T(t) = (To—Tu)e *' + Ty

Substituiert man die Temperatur mit der Differenz & = T — Ty, dann folgt
9(t) =90 -e Nt

15.11 Ubung Fritz macht sich hinter eine volle Literflasche Gin seines Vaters. Er trinkt immer
wieder einen minimalen Bruchteil h des Inhalts und fiillt mit Wasser nach, bis schliesslich die
Ginkonzentration in der Flasche auf c(t) < 1/2 gesunken ist. Wieviel Liter Gin und wieviel
Liter Wasser hat Fritz dabei im ganzen getrunken? Berechne die Grenzwerte fiir h — 0. <

15.1.3 Beispiele Exponentialgleichungen

15.12 Ubung Das grundlegende Problem hat die Form 5% = 9. Die Losung ist das beidseitige
Logarithmieren, was aufgrund der Eineindeutigkeit der Log- und Exp-Funktion zuléssig ist.
Es wird dann mit der Potenzregel

—

5*=9 & In(5*) =x1In(5) = In(9) & X = @
In(5)
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15.13 Ubung Wir betrachten die Gleichung 23% = 16' ~*. Wir versuchen als erstes, beide
Exponentialterm auf dieselbe Basis zu bringe. Das gelingt, weil 16 = 24 ist. Also kdnnen wir

schreiben
23x _ 161—x _ (24)1—x _ 24(1—x)

Wir haben also die Potenzregel verwendet. Nun folgt wegen der injektiven Eigenschaft, dass
die Exponenten gleich sein miissen, um die Gleichung zu befriedigen. Also muss sein

3x =4(1 —x) und somit x=4/7 =0.571.

<

15.14 Ubung Wir wandeln das obige Beispiel ein wenig ab. Es soll die Gleichung gelten
23%¥ = 15'=%, Damit funktioniert das auf die gleiche Basis stellen nicht. Wir logarithmieren
beide Seiten, also

log(23%) = log(15' %)

Mit der Potenzregel folgt
3xlog(2) = (1 —x)log(15)

und log(15)
— (1 —x) 28U gy,
3x =(1—x) Tog(2) (1—x)-3.91
Daraus folgt die Lésung
X = 391 _ 0.566
691 7

Man beachte, dass wir nicht explizit gesagt haben, welchen Logarithmus wir nehmen. Bei
einem Quotienten von Logarithmen spielt das keine Rolle, denn Logarithmen zu verschiedenen
Basen unterscheiden sich nur durch eine Konstante, die gekiirzt werden kann. Es ist also

In(15)  1g(15)  log,(15)
n(2)  1g2)  loga(2)

<

15.15 Obung Hiufig muss man die Term zuerst umarbeiten, um die Terme mit den Exponenten
zu isolieren. Wir betrachten die Gleichung

Wir sehen, dass der Term e* und e ™ = 1/e* auftaucht. Wir konnen voriibergehend
substituieren q = e*. Damit sieht die Gleichung folgendermassen aus

und weiter
q>—1=10q oder q*—10q—1=0

Nun haben wir eine quadratische Gleichung, deren Losungen entweder mit der Mitternachts-
formel, der pq-Formel oder mit quadratischem Ergéanzen gefunden werden. Mit Erganzung
folgt

(q—5)%—-25—1=0 & q=5+v26=5%+5.1
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und q1 2 = {—0.1,10.1}. Zuriicksubstituiert ist e* = 10.1 Die negative Losung —0.1 fallt weg,
weil die Exponentialfunktion nie negativ ist. Somit folgt fiir x

x =In(10.1) = 2.31

Zur Kontrolle konnen wir noch testen, dass

1

<

15.16 Ubung Wir betrachten die Gleichung 2 = 37 °-'t. Es gibt nur einen Term mit einem
Exponenten und dieser ist schon isoliert. Wir kénnen also auf beiden Seiten den Logarithmus
und das Potenzgesetz anwenden

2=301t VN log(2) = (—0.1t) log(3)

Mit 10 multiplizieren fiihrt auf

log(2) In(2)
101og(2) = —tlog(3 t=-1 =-10 = —6.31
og(2) og(3) & log(3) ()
<
.. 81
15.17 Ubung Wir suchen z fiir die Gleichung 125 = 155622 Erster Schritt, die Unbekannte

isolieren. Wir konnen z.B. das Reziproke hinschreiben und dann weiter umformen

1T 1+45e 2% 81 5
i R
weiter wird
;44 — 56_2Z i44 — e—Zz
125 625

Nun wissen wir aber, dass eine Potenz immer grosser als 0 sein muss, oder anders, wir keinen
Logarithmus einer negative Zahl bestimmen konnen. Deshalb ist der Schluss, dass diese
Gleichung keine Losunge hat, also z = @, zumindest fiir z € R. <

15.18 Ubung Wir such x aus der Gleichung

5e* _a
ex+1

Um Fehler zu vermeiden, sollte man Terme substituieren, die moglichst einfach sind, etwa
e* =(q

5e*
=a
ex + 1
5 =a(q+1)=aq+a
5q—aq=a
_ a _eX
q_S—a_
a
=1
x n(S—a)

Aus den Ubungen ziehen wir folgenden Schluss, den wir als Rezept anpreisen.
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15.19 Rezept Ldsen von Exponentialgleichungen
(1) Isoliere die Exponentialterme
(2) dann

e Falls moglich, bilde auf beiden Seiten Terme zur gleichen Basis und setzte dann
die Exponenten gleich.

e Sonst nimm den (natiirlichen) Logarithmus auf beiden Seiten und verwende die
Potenzregel.

15.20 Ubung Wir suchen x aus der Gleichung 2% + 3* = 7*. Wir versuchen unser Rezept
anzuwenden. Keine der drei oder zwei Moglichkeiten ist durchfiihrbar. Somit bleibt nur eine
numerisches Verfahren. Was man allerdings sieht, ist, dass x =0 auf 1+ 1> 1 und x =1
2+3 < 7. Wir belassen es hier und stellen fest, man kann (analytisch) nicht alle Gleichungen
l6sen. <

Praktische Probleme

15.21 Ubung Nepomuk hat Fr. 2000.— auf einem Konto angelegt. Die Bank zahlt 1.5%
Zinsen pro Jahr. Wie lautet die Gleichung der Exponentialfunktion fiir den Kontostand in
Abhédngigkeit von der Zeit?

Esist Ag = 2000. Nach einem Jahr ist der Stand Ay (1+0.015), in zwei Ao (1+0.015)(140.015)
und in t Jahren Ay(1 4+ 0.015)t. Die Funktion ist mit diesen Bezeichnungen f(t) = 2000 -
(1.015)t.

Der Kontostand in 4 Jahren ist also f(4) = 2000 - (1.015)% = 2000 - 1.06 = 2122.70.

Wann erreicht er einen Stand von Fr. 22507 Eis ist 2250 = 2000-1.015* und somit xIn(1.015) =
In (%). Damit wird x zu x = 1In (%%)/ln(LO]S) =7.91 = 8. Es braucht knapp 8 Jahre.
<

15.22 Ubung Eine Lotusblume bedeckt zum jetzigen Zeitpunkt eine Teichfliche von 0.01 m2.
Die bedeckte Teichfliche verdreifacht sich alle zwei Monate. Nach welcher Zeit betragt die
bedeckte Fliche 10m??

Eine Gleichung fiir dieses Modell kann man schreiben als F(t) = 0.01 - 3%, wobei t die Einheit
2 Monate besitzt. Die Gleichung ergibt fiir eine Fliche F(t) = 10 = 0.01 - 3. Die Losung
ergibt sich aus In(10/0.01) =t -1n(3) und t = 1“1(11(030)0) = 6.29. In Jahren 6.29/6 = 1.05. Es
braucht ein gutes Jahr. <

15.23 Ubung Bei einer bestimmten radioaktiven Substanz verringert sich die Zahl der Kerne
pro Tag um 9.71% durch radioaktiven Zerfall. Heute besitzt ein Forschungszentrum 2.6 g
dieser Substanz.

Wie viel besass es vor 30 Tagen? Die Gleichung ist A(t) = Ag(1 — 0.0971)%. Gesucht ist
A(=30) =2.6(1 —0.0971)3°. Mit Zahlen A(—30) = 2.6 - 0.9033% = 55.69.

Die sogenannte Halbwertszeit T; /, ist eine Stoffgrosse, welche die Zeit angibt, in der sich die
Anzahl Kerne halbiert. Formell 1/2 = q"'/2. Wir bestimmen sie als In(0.5) = T, ,21n(0.903)
und Ty, = % = 6.79 Tage.

Um wie viele Prozent verringert sich die Zahl der Kerne pro Stunde? Wir suchen das
Verhiltnis A(1/24)/A(0) = 0.903'/%4 = 0.9958. Die Abnahme ist (A(0) — A(1/24))/A(0)
oder 1 —A(1/24)/A(0) =1 —0.9958 = 0.0042 = 0.42%. <
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15.1.4 Ungleichungen**

Bei Ungleichungen stellt sich stets die Frage, ob eine Umformung die Ordnungsrelation, d.h.
Grosser- oder Grosser-gleich-Zeichen andert. Dies ist stets der Fall, wenn mit einer negativen
Zahl multipliziert oder das Reziproke angesetzt wird. Aber auch, wenn auf beiden Seiten eine
Funktion verwendet wird, die monoton fallt, wird es schwierig. Haufig wird mit Variablen
hantiert, deren Wert man noch nicht kennt. Dann ist eine Fallunterscheidung angesagt.

Im Folgenden werden wo noétig die Exponential- und die Logarithmusfunktion verwendet.
Hier ist es glinstig, die Basis e zu nehmen, also exp(x) = e*, respektive log.(x) = In(x).
Denn diese sind streng monoton steigend, sodass aus x7 > x, immer exp(x;) > expx, folgt.
Genau so auch fiir (x;1 > x2) = (In(xq) > In(x2)).

15.24 Ubung Wir betrachten die Ungleichung 2'=3x _ 16 > 0. Diese kann man umschreiben
als 2% —3x > 16 = 2%. Sodann kann man die Exponenten vergleichen

x2—3x >4 & (x—15)2=225>4
+(x —1.5) > +v6.25

Dahinter verstecken sich vier Ungleichungen, namlich

+(x—15)>+25 x =4
+(x—1.5) > — x> —1
—(x—1.5) > — x <4
(x—15)>+25 x < —1
Die dominanten Werte sind
x =>4
x < —1

Nun testen wir die zwei Losungen {4, —1} und finden sie passend. Dazu machen wir noch
eine Graphik mit folgendem Aussehen:

f(x)

6 |

4|

21

‘ ‘ X
A) T ’ T
—4 -2 \\\ 2 /4 6

_4\3\ //I
6 .

<

15.25 Ubung Wir 16sen das folgende Problem: ﬁ < 3. Gerne wiirden wir beide Seiten
mit dem Nenner e* — 4 multiplizieren. Wir wissen allerdings nicht, ob dieser grosser oder
kleiner als 0 ist. Wir machen deshalb eine Fallunterscheidung. Weiters bemerken wir, dass
der Nenner nicht Null sein darf.

Fall 1: Es ist der Nenner e* —4 > 0 und deshalb e* > 4. Es folgt zusatzlich

e* <3(e*—4), 12<2e* und somit e*>6
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schliesslich x > In(6).
Fall 2: Es ist e — 4 < 0 oder e* < 4 und somit e* > 3(e* — 4). Damit folgt e* < 6.
Voraussetzung und Resultat stimmen fiir e* < 4 {iberein

(e* <6)A(e* <4) = e* < 4.
Damit x < In(4). Es gibt also zwei Losungen. Das Schaubild fiir & = exp(x) f(x) = 5754 -3
zeigt die Ubereinstimmung.
8«
— _&
fe) = g5 =3

|
41 |
|
|

: R

4 2 2 4 6 Ts—a
- |
—4 | :
|
|
|
|
81 !
|
|

<

15.26 Ubung Man finde den Bereich von x, fiir den die Ungleichung xe?* < 4x gilt. Wir
schreiben um und finden

x(e?* —4) <0
Wann ist das Produkt zweier Zahlen negativ? Wenn ein Term negativ und der andere positiv
ist. Damit ergeben sich zwei Faille.
Fall 1: x > 0 und e?* < 4. Dies fiihrt iiber e* < 2 zu x < In(2).
Fall 2: x < 0 und e* > 2 oder x > In(2). Die zwei Aussagen widersprechen sich, sind also
nicht giiltig. Somit ist die Losung das Intervall (0,1n(2)). Graphisch (In(2) ~ 0.69314)

<

Wir ziehen aus diesen Beispielen den Schluss, dass die Bestimmung von Ungleichungen einges
kniffliger ist als das Losen von Gleichungen.

15.2 Logarithmusgleichungen und Ungleichungen

15.2.1 Logarithmusgleichungen

Die Losungsmethoden sind ganz analog zu den Exponentialgleichungen. Eigentlich ist nur
die exp, (x) Funktion mit der log,(x)-Funktion zu vertauschen. Wir kommen deshalb am
Anfang des Abschnitts auf das Rezept und lassen den Ubungen folgen.
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15.1 Rezept Ldsen von Logarithmusgleichugen

en Term mit der Log-Funktion isolieren,
1) Den T it der Log-Funktion isoli
(2) dann

e Falls moglich, beide Seiten der Gleichung als Logarithmen zur selben Basis
ausdriicken und die Argumente gleichsetzen,

e andernfalls, die Logarithmusfunktion als Exponentialgleichung umschreiben.

15.2 Ubung Die einfachste Gleichung ist vom Typ log;(x) = 5. Die Losung setzt beim
Anwenden der Exp-Funktion auf beiden Seiten der Gleichung, also

logs(x) =5 & expsllogs (x)] = x = exp3(5) = 3°

<

15.3 Ubung Wir betrachten die Gleichung log;-(1 — 3x) = log;~ (xz — 3). Die Basis ist bei
beiden Termen 17. Deshalb kann man die Argumente, die Ausdriicke in den Klammern,
gleichsetzen. Es folgt

1—3x=x*>—3 & X2 +3x—4=0
Mit quadratischem Erganzen
(x+1.5)2—-225—-4=0 VN x+1.5=+v6.25==425

und somit x = —1.5 £ 2.5 ={1,—4}. <

15.4 Ubung Wir suchen x aus 2 — In(x — 3) = 1. Zuerst vereinfachen wir zu In(x — 3) = 1.
Dann nehmen wir die Exponentialgleichung und wenden sie auf beiden Seiten der Gleichung
an:

exp(In(x —3)) =x—3=exp(l)=e

Somit ist x = e + 3. <

15.5 Ubung Wir 16sen logg(x +4) +1logg(3 —x) = 1 nach x auf. Wir wenden die Produktregel
an, d.h. die Summe der Logarithmen ist der Logarithmus des Produkts, also

logg(x +4) +logg(3 —x) =logg ((x +4)(3—x)) =1
Wir nehmen die Exp-Funktion beidseits
expgllogg ((x +4)3—x))] = (x +4)(3 —x) = expg(1) =6
Und nun sind wir wieder bei einer quadratischen Gleichung. Wir schreiben sie
(x+4)(x—3)=—6=x2+x—12=(x—0.5)>—-0.25—12

und daruaus
(x —0.5)2 =6.25 & x =0.5+25={3,-2).
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15.6 Ubung Folgendes steht an: log, (x + 3) = log, (6 — x) + 3. Wir sortieren um und erhalten
log,(x +3) —logy(6—x) =3

Mit der Quotientenregel und der Exp-Funktion

x+3
log; (6—x> -
x+3 x+3
exp, [log, (6—x>] =i x —exp,(3) =23 =
Und weiter
Xt3 g & x13-48_8x
6—Xx
und schliesslich 9x = 45 und damit x = 5. <

15.7 Ubung Ubung macht den Meister. Es ist gegeben 1+ 2log,(x 4+ 1) = 2log,(x). Man
sieht sofort die unterschiedlichen Basen der Logarithmen. Logarithmen unterschiedlicher
Basen unterscheiden sich durch einen konstanten Faktor, also log,(x) = log,(x) - ¢. Dieser
ist hier ¢ = 1/log4(2) = 2. Damit wird die Gleichung mit gleichen Basen

1+ 2log,(x+ 1) =4logy(x)
Nun wenden wir die Potenzregel an und erhalten
1 +1log,(x 4+ 1)% =log, (x*)

Nun folgt die Quotientenregel und dann die Potenzregel

1)2 1
tog (x + 112 —log (x*) = loga (1) = 210g, (E5H) =

Wir dividieren beide Seiten durch 2 und nehmen dann die Exp-Funktion

expy [logy ((X;”)] = (X;” —expy(—1/2) =472 =1/V4=1)2

Es ist also

(x+1)
2

=12 & X2 —2x—2=0
Schon wieder eine quadratisch Gleichung mit der Losung
x—12-1-2=0 & x—-1=+V/3 & x=14+3

Die Losung 1 — v/3 ist negativ und deshalb nicht zulissig, denn in der Ausgangsgleichung
wird log, (x) verlangt. Irgendwo ist eine Gewinnumformung passiert. <

Wichtig 13. Bei Logarithmusgleichungen kénnen aufgrund der Potenzregel Gewinnumfor-
mungen geschehen. Deshalb muss man die Resultate an der Ausgangsgleichung testen.
_|
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15.2.2 Ungleichungen mit Logarithmen**

Wir wir bereits wissen, sind Ungleichungen schwieriger als Gleichungen. Wir zeigen ein paar
Beispiele.

.. 1
15.8 Ubung Es ist die folgende Ungleichung gegeben: O] < 1. Der Nennen darf nicht

Null sein. Damit ist In(x) = 1 nicht erlaubt und damit muss x # e sein. Das werden wir
beriicksichtigen. Wenn wir jeweils die reziproken Briiche nehmen, dann andert sich das
Vorzeichen, also

] <1 & In(x)+1>1 & In(x) >0

Nun wiirde daraus x > 1 folgen. Weil aber x = 0 nicht zulassig ist, wird x > 1 daraus. <

15.9 Ubung Wir untersuchen die Ungleichung
(logz(x))2 < 2logy(x)+3
Nach Rezept werden die Log-Terme auf einer Seite gesammelt
(log, (x))* — 2log; (x) < 3

Wir setzen q = log,(x) und sehen den quadratischen Ausdruck q? —2q < 3. Mit quadrati-
schem Erginzen folgt (q —1)2 —1 <3 oder q — 1 < £v4 = +2, daraus q < 1 £2 = {3, —1}.
Die erste Losung x1 = —1 ergibt log,(x1) = —1 und daraus exp, (log(x1)) = x = exp2(—1) =
1/2. Damit Es bleibt noch q < 3 und daraus log,(x,) < 3 und weiter exp,(log,(x2)) =x <
exp,(3) = 23 = 8. Zusammen haben wir x; < 1/2 und x; < 8. Die Bedingung zur Losung
x1 dominiert die andere, also ist x < 1/2.

<

15.10 Ubung Wir versuchen uns an der Ungleichung x1g(x + 1) > x. Als erstes stellen wir
fest, dass x + 1 > 0 aus dem Definitionsbereich des Logarithmus sein muss. Wir stellen um
und schreiben

x(lglx+1)—=1)>0

Strukturell sieht die Ungleichung wie ein Produkt p - ¢ > 0 aus. Ein Produkt ist positiv,
wenn entweder beide Multiplikanden positiv sind oder beide negativ. Wir machen die
Fallunterscheidung.

Fall 1: x > 0 und lg(x + 1) — 1 > 0, daraus expo(lg(x+ 1)) =x+ 1 > expyo(1) = 10 und
somit x > 9.

Fall 2: x <
Ungleichungen zusammen. Zum einen ist x > 9 bestimmend. Zum anderen muss x < 0

0 und lg(x + 1) — 1 < 0 und analog oben x < 9. Nun fassen wir die dominanten

sein und aus dem Definitionsbereich muss x > —1 sein. Die Wertemenge fiir x ist also
x € (—=1,0] U [9, 00). <
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6 {f(x) =x(Igx+1)—1)
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Aufgaben

2.11 Lose folgende Gleichungen
(a) log, (x*) =1log,(x (9) 3ln(x) =2 =1—1In(x)
(b) logs (18 —x ) 10g5(6 x) (h) logs(2x + 1) +logs(x +2) =1
(c) log s 2x—1)=-3 () In(x+1)—1In(x) =3
(d) lg(x —3x) =1 (i) 2log;(x) = log(2) + log(x + 12)
(e) lg (10%3) 47 (k) log; (xl = log%(x) +38

. (1) (lg(x))* = 21g(x) + 15

(f) 101log (W) =150 (m) In(x?) = (In(x))?2

11 (a) Es folgt x> = x und x> = 1 sowie x = 1. x = —1 ist nicht im Definitionsbereich.

(b) Gleiche Basis, somit 18 —x? = 6 —x, x> —x = 12, quadratische Erginzung: (x —1/2)2 —1/4 = 12,
X —1/2 = 4+12.25 = 43.5, x = 0.5+ 3.5 = {4, —3).

(c) expy /5(log; 2 (2x — 1)) = expy /5(—3) =0.573 =2% =8 damit 2x —1=8, 2x =9, x = 9/2.

(d) x2 =3x =10, (x—1.5)2—=2.25=10, x — 1.5 = £1/12.25, x = 1.5+ 3.5 = {5, -2}

(e) 1OX L = 1047 X = 10473 = 1017,

(f) lg(52rz) = 15 x = 105712 = 1000

(9) Substitution 3q —2=1—q, 4q =3, q = 3/4 =1In(x), x = exp(3/4) = e3/4.

(h) Produktregel logs ((2x + 1)(x +2)) = 1, (2x + 1)(x +2) =5' =5, 2x* +4x +x +2 = 5.
2x%2 +5x = 3, x> +5/2x = 3/2 quadratisches Erginzen (x+5/4)>—25/16 = 3/2, (x+5/4)% = 49/16,
x =—=5/4+7/4 ={-3,0.5}. x — 3 nicht in Definitionsbereich, also x = 0.5.

(i) Definitionsbereich x > 0, Quotientenregel ln("” 3, % =exp(3),x+1=xe3, x(1—e3) = -1
e

(i) Gleiche Basis, Produktregel 2log,(x) = log,(2(x+12)), damit x* = 2x+24, x*—2x = (x—1)2—1 =
24, (x —1)>=25,x—1=45,x =145 ={6,—4}, x = —4 nicht zulissig, also x = 6.

(k) Basiswechsel von 1/3 zu 3, also log; /3(x) = logz(x)/log;(1/3), nun ist log;(1/3) = —1, denn
371 =1/3. Damit log;(x) — (—1) - logs(x) = 8, logz(x) = 8/2 =4 und x = exp;(4) = 3* = 81.

(1) Substitution q = lg(x), somit q? = 2q+ 15, quadratisch ergénzen (q—1)2—1 =15, (q—1)? = 16,
q = 1+ 4. Zuriicksetzen lg(x) = 4, x = 10%.

(m) Substitution und Potenzregel ¢ = In(x) und 2-q = q%, 2 = q = In(x), x = e?. Es gibt aber
noch die Losung x = 0.

b

2.12 Lose die Ungleichungen

(a) #<0 (c) 101g(]07f]zx) > 90
(b) xIn(x) —x >0 (d) 5.6 <1g (1073 <71
(¢) In(x*) < (In(x))?

12 (a) Wegen In(x) muss x > O sein. Zudem ist x? grosser als null. Somit reduziert sich die
Ungleichung zu 1 —In(x) < 0. Anders 1 < In(x) und e < x. Als Intervall geschrieben x € (e, 00).
(b) Es muss x > 0 sein. Somit kann man durch x teilen, ohne Relationsdnderung. Somit In(x) > 1
und x > e.
(c) Division durch 10: lg(y5%z) = 9, Exp-Funktion: 155~ > > 10 und x > 1073.
(d) Exp-Funktion anwenden: 10°® < % < 107!, mit 1073 multiplizieren, resp. Exponenten
addieren 10%-¢ < x < 10*1.
(e) Klar muss x > 0 sein. Da In(x) fiir x < 1 kleiner als 1 ist, muss man eine Fallunterscheidung
vornehmen. 1) Fiir x < 1 ist 2 > In(x), also e? > x. x < 1 geht vor. 2) x > 1 und somit In(x) > 0
fiihrt zu 2 < In(x) und e? < x. Wir haben also zwei Bereiche: (0, 1) und [e?, o).

2.13 Finde x
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(@ 5*=20 (b) 2-3*=4 (c) expz(x+1) =8 (d) 3* =951  (g) 2¢.3*+1 =4x+2
M 2>=7 (9 (3) =8

2
13 (a) In(5%) =1In(20) = xIn(5) und x = 1?11((250)) =1.86
(b) In(2) + (x + 1) In(3) = In(4), dann (In(4) —In(2))/In(3) =x+ 1 und In(2)/In(3) — 1 =x
(c) logs(exps;(x+ 1) =log3(8) =x+ 1 und x = 12%2 -1, x=3-1=2

(d) 3¢ =9%%+1 da 9 = 32 schreiben wir 3* = 32(6**1) und vergleichen die Exponenten x = 12x + 2
und x = —2/11.
(e) 2% - 3*+1 = 4x*2 mit Produktregel In(2*) + In(3**') = In(4**2) und Potenzregel xIn(2) +

(x + 1)In(3) = (x + 2)In(4), x isolieren x(In(2) + In(3) — In(4)) = 2In(4) — In(3) und x =
21n(4) —1n(3)

In(2) +1n(3) —In(4) 413
o ~ w7 W)
(f) 272* =7, —2xIn(2) = In(7), 2x = ()’ X = I - 1.40
(9) Schematisch: x1n(0.5) = In(8), x = In(8)/1n(0.5) = —3, oder (%)X =23 =(1/2)73, Koeffizien-

tenvergleich: x = —3.

2.14 Schreibe die grossen Zahlen als Dezimalzahlen: A =413, B =711 ynd C = 16'¢'°

14 Wir suchen 4'> = 10* mit x = 151g(4) = 9.031, 107-931 = 100031107 = 1.074 - 107; 1011g(7) =
85.35, damit 108535 — 100-351085 — 2.24 . 1085; 1616 — 10, deshalb x — 161g(16) — 19.27 und
16% = 109, y — 19.271g(16) = 23.20, also 16'6'® = 100201023 — 1.58 . 1023,

2.15 Um wie viele Prozent miisste die Zahl der radioaktiven Kerne einer Substanz pro Jahr abnehmen,
wenn ihre Zahl in 50 Jahren 1 Billion (10'?) Mal kleiner sein soll als heute?

15 Ein Zefallsprozess wird als N(t) = No(1 —p)* modelliert. Hier ist N(t) = 107 "*Np, t = 50 und p
gesucht. Ny kann man kiirzen, (107'2)"/%0 = (1—p)und p = 1—(107"2)/5C oder p = 1-10712/50 =
1 —0.57544 = 0.42456 oder 42.456%.

2.16 Herr Lanzo besass Ende 2014 auf seinem Sparkonto CHF 126’450.—. Er rechnet aus, dass Ende
2026 der Kontostand CHF 168’080.— sein wird, falls sich der Zinsfuss nicht dndert und er weder etwas
abhebt noch etwas dazulegt. Wie gross ist demnach der Zinsfuss? [60%o]

16 Die Formel fiir den Kapitalzuwachs ist K(t) = Ko(1+p)t. Es ist t = 12 = 2016 — 2014. Umgeformt

1/t 1/t 1/12
KK(;‘) = (1+7p)*, weiter (%) =1+pundp = (%) —1. Mit Zahlen p = (}ggggg) —1=
1.3291/12 1 = 0.024 oder 2.4%.

2.17 Beim exponentiellen Wachstum einer Grosse nimmt diese jedes Jahr immer wieder um p % zu.
Berechnen Sie, fiir ein allgemeines p exakt, sowie numerisch und sinnvoll gerundet fiir p % = 5 %,
den Wert der Verdoppelungszeit T2 , also derjenigen Zeit, die vergehen muss, bis sich der Wert dieser
Grosse jeweils wiederum verdoppelt hat. [40 %o]

17 Allgemein wird jahrliches Wachstum beschrieben mit A(t) = Ao(1 + p)*. Fiir die Verdoppelung
ist A(t) = 2A,, somit 2 = (1+p)™. Mit In(2) =T, - In(1 + p) folgt T, = hj(“]ﬂ).

Numerisch (Taschenrechner) folgt T, = In(2)/1In(1.05) = 14.21 [Jahre]. [Finde Kaufleute wissen, dass
sich die Verdoppelung aus der Faustformel 70/p% ergibt, also hier 70/5 = 14. Denn 70% ist ungefdhr

log(2) und In(1 + p) ~ p fiir kleine p.]




Kapitel 16

Lineare Gleichungssysteme

16.1 Begriffe

Bis hier hin haben wir nur Gleichungen mit einer Unbekannten betrachtet. Nun erweitern
wir die Anschauung auf Gleichungen mit mehreren Variablen. Typischerweise sieht eine
solche Gleichung mit drei Unbekannten wie in der folgenden Definition aus:

Definition 21. Eine lineare Gleichung mit drei Variablen hat die Form
a-x+b-y+c-z=d,

wobei die Koeffizienten a, b und c reelle Zahlen sind und mindestens einer nicht null ist.
Anmerkung 16.1. Eine Gleichung mit zwei Unbekannten ist vom Aussehen ax + by = c.
Anmerkung 16.2. Fiir lineare Gleichungen mit noch mehr Termen schreibt man

aix] +axxy ++azxz +...+ anxn = d.
Wir werden vor allem Gleichungen mit 3 und 2 Variablen betrachten.

Bis auf weiteres sollen die untersuchten Gleichungssysteme gleich viele Unbekannte wie
Variablen aufweisen. Lineare Systeme mit zwei Unbekannten sollen zwei Gleichungen umfassen
etc.

Definition 22. Ein lineares Gleichungssystem (LGS) ist eine Menge linearer Gleichungen
mit einer oder mehreren Unbekannten, die alle gleichzeitig erfiillt sein sollen.

Im deutschsprachigen Raum, in Gegensatz zu den Angelsachsen, werden Gleichungssysteme
in Vertikalen eingefasst. Ein einfaches LGS ist:

X =6

x+2y =5 ‘

Was ist neu? Bis anhin haben wird Gleichungen mit einer Variablen betrachtet. Jetzt sind es
mehrere. Gesucht wird ein Paar oder Tupel von Losungen. Diese konnen wieder als Elemente
der Losungsmengen angeschaut werden, die sich aus dem Durchschnitt der Mengen ergibt,
die jeweils eine Gleichung befriedigen.

In diesem sehr einfachen Beispiel ist ein Variable schon isoliert, ndmlich x = 6. Diese Losung

kann man in die erste Gleichung einsetzen und bekommt:
1
6+2y =5 undsomit y= —3

16-0
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Die Losungsstrategie ist somit erkennbar: Wie miissen jede Unbekannte am Schluss isolieren.
Um dies zu erreichen gibt es mehrere Verfahren, die je nach Struktur des Systems einfacher
oder schwieriger sind. Es gibt aber auch fiir Systeme von 2 und 3 Gleichungen todsichere
Methoden.

16.2 Substitutions- oder Einsetzverfahren

Im vorherige Beispiel haben wir genau dies Methode angewendet. Ein weiteres Beispiel soll
das Verfahren erklaren.

Zwei Unbekannte

Wir beginnen mit einem LGS mit 2 Unbekannten.

x+3y= 9
4x+2y = 12

Die Gleichungen haben die zwei Unbekannten x und y. Wir isolieren eine dieser Variablen.
Das x in der ersten Gleichung steht schon alleine, so dass die Isolierung einfach geht. Die
erste Gleichung ist umgeschrieben:

x=9—-3y

Diesen Wert setzen wir in die zweite Gleichung fiir x ein und erhalten:

4(9—-3y)+2y=12
36—12y+2y=12

—10y=12-36
10y =24
y=24

Diesen Wert setzen wir wieder in die Gleichung mit dem isolierten x ein und erhalten:

x=9-3.-24
=9-72=1.8

Die Losung ist also das Tupel (1.8,2.4). Zur Kontrolle setzen wir die Werte ein: Die erste
Gleichung 1.8 + 7.2 = 9 stimme und die zweite 4- 1.8 +2-2.4 = 7.2+ 4.8 = 12 stimmt auch.

Drei Unbekannte

Nun nehmen wir eine System mit drei Unbekannten in Angriff. Das LGS lautet:

2x— y+ z=1
X+ 2y — z=1
3x +6y +4z=29

Nun wird die Rechnerei etwas aufwendiger, denn es sind zwei aufeinanderfolgenden Einset-
zungen oder Substitutionen notwendig. Die Wahl der Variablen und die Reihenfolge ist dem
Ausfiihrenden iiberlassen. Am besten fangt man aber bei der oder den Gleichungen an, die
die einfachsten Koeffizienten aufweisen.
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Als erstes nehmen wir die erste Gleichung und formen nach z um, so dass folgt z = 1—2x+y.
Dies setzen wir in Gleichung zwei und drei ein:

2x +2y — (1—2x+y) =1
3x +6y +4(1—2x+y) =9

Das fiihrt zu

x+ y=2
—5x + 10y =5

Aus der ersten Gleichung isolieren wir y, d.h. y = 2 — 4x und setzen in die untere Gleichung
ein:
) 5% + 102—4x) = 5 )

Diese Gleichung losen wir nach y auf

—5x+10(2—4x) =5

—5x+20—40x =5
45x =15

1

X ==

3

Nun haben wir einen ersten Teil der Losung gefunden. Jetzt miissen wir wieder zuriickeinset-

zen,
1 6

=2—4y=2—-4.--=-—
Y Y 373

Dies ist der zweite Teil und der dritte folgt mit z=1—

Die Lésung ist also L ={(3, %, 1)}.

[SNIRNSN
Wi WIN

2

W=
_|_
Il
—_

16.3 Eliminationsverfahren

Die wesentliche Idee des Verfahrens beruht auf der Tatsache, dass man die linken und die
rechten Seiten von Gleichungen addieren oder subtrahieren kann und eine neue Gleichung
bekommt. Schematisch kann man sich vorstellen, dass a = b und ¢ = d ist. Dann gilt
natiirlich auch, dass a+c=b+ d oder auch a—c=b —d.

Zwei Unbekannte

Wie gehen wieder vom selben System aus wie oben, ndmlich

x + 3y = 92
4 + 2y = 12

4
|

Wir wollen die zwei Gleichungen subtrahieren, nachdem wir die Koeffizienten der zu eli-
minierenden Variablen durch Multiplikation gleich gemacht haben. Wir wahle x aus und
multiplizieren deshalb die erste Gleichung mit 4. Damit wird das Gleichungssystem zu:

4 + 2y= 12

A + 4.3y =4.9 ‘
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Jetzt subtrahieren wir die zweite von der ersten und erhalten:

4x + 12y = 36
4 + 2y =12
10y = 24

Damit resultiert 10y = 24 und somit y = 2.4. Diesen Wert setzen wir in ein der urspriinglichen
Gleichungen ein und erhalten x + 3 - 2.4 = 9 und damit x = 9 — 7.2 = 1.8. Gleiches Resultat.

Drei Unbekannte

2x — y+ z=1 |-3
2x +2y— z=1 -3
x4+ 6y +4z=9 |-2

6x — 3y +3z= 3
6x + 6y — 3= 3
6x + 12y + 8z =18
Wir konnen irgend zwei Gleichungen wahlen, die wir von der dritten subtrahieren. Da die

dritte die hochsten Koeffizienten hat, nehmen wir diese als Subtrahend. Also: Gleichung (3)-
Gleichung (1) und Gleichung (3)- Gleichung (2) ergibt:

15y + 5z =15 |-2
6y + 11z =15 |-5

Die nachste Multiplikation soll das y eliminieren. Dazu wird die erste mit 2 und die zweite
mit 5 gestreckt.

30y + 10z = 30
30y + 55z =75
45z = 45

Aus der Differenz ergibt sich einfach z = 1. Nehme wir z.B. die Gleichung 6y + 11z = 15,
mit z =1 folgt 6y + 11 = 15 und 6y = 4 und schliesslich y = % = % Nun eine Gleichung

mit allen drei Variablen, z.B. 2x —y + z = 1, eingesetzt 2x — % + 1 =1 fihrt zu x = % Die
Lésung L = {(%, %, 1)} stimmt {iberein.

16.4 Determinantenverfahren

Wir betrachten ein allgemeines lineares Gleichungssystem mit zwei Unbekannten und schrei-
ben:

ax + by = e |-c|-d

cx + dy = f |-al-b

Zum einen erweitern wir die Gleichungen mit ¢ und d, zum anderen mit d und b. An diesen
zwel Systemen wenden wir die Subtraktion an.

acx + cby = ce adx + dby = de
acx + ady = af bex + bdy = bf
(ad —cb)y = af —ce (ad — be)x = de — bf
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Aus den Differenzen, die ja lineare Gleichungen mit einer Unbekannten sind, kann man
einfach auslesen:
de — bf af —ce

X = <d—cb und y=———
Zum ersten fallt auf, dass beide Briiche denselben Nenner aufweisen, namlich ad —bc. Nenne
wir ihn einmal D. Sodann haben auch die Zahler dieselbe Struktur, eine Differenz von
Produkte. Die Faktoren dieser Produkte sind entweder Koeffizienten der Gleichungen oder
die konstanten Glieder.
Fir die Division muss gelten, dass der Nenner D = ad — bc nicht null sein darf. Damit das
Gleichungssystem eine Losung hat, muss D # 0 sein.

Wir fiihren ein paar neue Begriffe ein, die sehr niitzlich sind.

Definition 23. Eine m xn Matriz (Plural Matrizen) ist eine rechteckige Anordnung (Tabelle)
von Zahlen mit m Zeilen und n Spalten.

In unserem Fall der Koeffizienten des Gleichungssystems kann man sie als Matrix wie folgt

(£ %)

Einer quadratischen Matrix — es gilt n = m — kann man eine spezifische Zahl zuordnen. Sie

darstellen:

wird Derminante genannt und wie folgt berechnet:

a b
det(A) = 4 = ad — be.
c d+

Die zwei Zahler der Losung haben dieselbe Struktur. Deshalb kann man die zwei weiteren
Matrizen aufstellen und ihre Determinanten berechnen. Ausgehend von

ax + by =
cx + dy =

nehmen wir die x-Koeffizienten und die Konstanten, respektive die Konstanten und die
y-Koeffizienten, also

a e

=af —ce, det(C) = e b
c f

det(B) =
et(B) ¢4

=ed — bf

Damit lassen sich die Losungen des allgemeinen linearen Gleichungssystems mit zwei Unbe-
kannten berechnen als:

e b a e
f d c f
X = und y=;—-
a b a b
c d c d

16.1 Ubung Wir wenden diese Methode auf unser wohlbekanntes Beispiel an, ndmlich

x+3y= 9
4x + 2y =12
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1 3
det(A) = =2—-12=-10
A=y
2 3
B) = =18—-36=-1
det(B) 1 2 18 — 36 8
det(C)*] i =12-36=-24
412 B
und damit die Losungen
_det(B)_;]S_]S
T det(A)  —10
_ det(C)  —24
Y= det(A) - 10 24

Drei Unbekannte

Gilt diese Methode auch fiir mehr als zwei Unbekannte? Die Antwort ist ja. Die Berechnung
der Determinanten ist ein bisschen gewohnungsbediirftig.
Wir nehme wieder zum dritten Mal unser Beispiel fiir 3 Unbekannte, das ist

2x— y+ z=1
X+ 2y — z=1
3x +6y +4z =9

Die Matrizen sind:

2 -1 1
A=12 2 -1
3 6 4

1 2
1T -1 D=2 2 1
9 3 6

Nun miissen wir wissen, wie man die Determinante rechnet. Das Wundermittel heisst die
Regel von Sarrus und sieht graphisch wie folgt aus:

+ +
an az
azq azz

K//
asi asz

Man nimmt die Matrix und setzt zyklisch, d.h. die erste und die zweite, Spalte hinzu.
Dann multipliziert man in stidostlicher Richtung und addiert. Weiters multipliziert man in
stidwestlicher Richtung und subtrahiert. Insgesamt ergibt das 12 Multiplikationen und 6
Additionen pro Matrize, also mal 4.
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2 -1 112 -1
det(A):|2 2 —-1(2 2
3 6 43 6

Diese Zahlen lassen sich gut im Kopf rechnen. Es folgt fiir die Determinante von A: 2-2 -
44+ (-1)(-1)3+1-2-6—1-2-3=-3-(=1)-6—(—1)-2-4=164+3+12—6+12+8=145

1T —1 111 =1
det(B):|1 2 —1[1 2
2 6 419 6
Die Rechnung ergibt: 8 +9+6—-18+6+4=15
21 112 1
det(C):/2 1 —1]2 1
39 413 9
Wir rechnen: 8 -3 +18—-3+18—-8 =30
2 -1 1|2 -1
det(D):|2 2 1|2 2
3 6 9|3 6
und hier: 36 -3+ 12—-6—12+18 =45
Daraus folgen die Lésungen
15 1 30 2 45

X 1.

"By Y73 T
Schlussfolgerungen: Allgemein nimmt der Rechenaufwand iiberproportional zu mit der
Anzahl unbekannter Variablen. Mit allen drei Methoden ist die zweite Aufgabe viel intensiver
und dadurch auch fehleranfallig. Die Cramer’sche Methode fiir zwei Unbekannte ist sicher
die einfachste und schnellste Methode. Sie liefert mit der Koeffizienten-Determinante auch
schnell die Information, ob das Gleichungssystem iiberhaupt 1osbar ist.

16.5 Spezielle Gleichungen

16.5.1 Briiche

In Aufgabenbiichern findet man hiufig Gleichungssysteme mit Briichen. Dabei muss man
zuerst die Briiche beseitigen, um an das l6sbare lineare System zu gelangen.

16.1 Ubung Es ist das folgende Problem gestellt:
1 1 —1 ‘

2x—3y + 3x—2y ~ 2x—3y
1 1 _ 1

x y xy

Wir wissen, dass man Gleichungen mit Faktoren multiplizieren kann, ohne dass sich die
Losungen verdndern. Wir erweitern also die erste Gleichung mit (2x — 3y)(3x — 2y) und die
zweite mit xy. Daraus folgt das Gleichungssytem

3x—2y + 2x—3y = —3x+ 2y
y — X = 1

& — 7y =0
—x + y =1

oder

Wir setzen aus der zweite Gleichung y = x + 1 in die erste ein: 8x — 7(x + 1) = 0. Daraus
x —7 =0 und damit x =7. Darausy =x+1=38. <
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16.5.2 Substitution

Es gibt Bruchgleichungen, die mit einer Multiplikation mit dem Hauptnenner keine lineare
Gleichung hervorbringt. Z.B. ergibt % + % = 17 mit dem Hauptnenner xy die Gleichung
Yy + x = 17xy. Dieses gemischte Glied macht die Gleichung zu einer nicht-lineare.

Es kann gelingen, Variablen zu substituieren und damit die Linearitat zu erhalten. Dabei
16st man das LGS fiir die neuen Variablen und muss dann nochmals ein Gleichungssystem
16sen fiir die zuriickeingesetzten Variablen.

16.2 Ubung Wir betrachten das System

l

Wir erkennen, dass man mit der Substitution u = 1/x und w = 1/y ein lineares System

+

Cl= =

=17
=1

R|= x[=

erhalt der Form

u—w= 1

u+w=17 |

Wir setzen in der ersten Gleichung aus der zweiten u =w + 1 ein und erhalten 2w+ 1 =17
und 2w = 16 sowie w = 8. Daraus u = 9. Und nun zuriick: x = 1/u und y = 1/y. Deshalb
x=1/9und y=1/8. <

16.6 Losbarkeit

Lineare Gleichungssysteme haben nicht immer eine eindeutige Losung. Tatsachlich kann
man drei Typen von Losungen unterscheiden. Das LGS hat

(1) eine Losung,
(2) keine Losung oder
(3) unendlich viele Losungen.

Wir habe es schon angedeutet, wenn die Koeffizienten-Determinante 0 ist, gibt es ein Problem.
Wir betrachten das Gleichungssystem

2x —4y =6
3x —6y =9

Wir setzen das Eliminationsverfahren an, indem wir die erste Gleichung mit 3 und die zweite
mit 2 multiplizieren und dann die Differenz bilden. Das ist

ox — 12y =18
ox — 12y = 18
0= 0

Jetzt berechnen wir die Koeffizienten-Determinante 2-6 —4 -3 = 0.
Dass die zwei Gleichungen nach der Multiplikation dieselbe Gleichung darstellen, heisst, dass
sie den identische Bedingung fiir die Variablen fordern. Deshalb liegt nur eine bedeutende
Gleichung vor. Deshalb sucht man die Losungen fiir eine Gleichung

2x —4y =6.
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Diese Gleichung stimmt fiir unendlich viele Paare (x,y).
Man kann eine Variable als Parameter verstehen mit folgender Definition.

Definition 24. Als Parameter (Formvariable) wird eine Variable bezeichnet, die man fiir
einen gerade betrachteten Fall konstant setzt, flir den nachsten Fall aber variiert werden
kann. Parameter sind “beliebig aber fest”.

Wahlen wir y als Parameter und setzen dafiir die Menge {1, 2, 3} fest, so ergibt die Losung drei
Werte fiir x. Da man beliebige und beliebig viel Werte setzen konnte, hat die urspriingliche
Gleichung unendlich viele Losungen.

Wir betrachten nun das System

x—2y=3
2x —4y =5

Die erste Gleichung multiplizieren wir mit 2 und subtrahieren.

2x — 4y =6
2x —4y =5
0=1

Die zwei Gleichungen sind widerspriichlich, denn es folgt die falsche Aussage 0 = 1. Es
ist wie wenn man sagt: “Fritz und Franz haben zusammen 100 Franken” und auch sagt
“Fritz und Franz haben zusammen 120 Franken”. Und was sagt die Determinante? D =
1-(—4)—(-2)-2=0.

Zusammenfassend kann man folgende Regel nach Cramer formulieren:

Satz 16.1. Ein lineares System mit n x n Koeffizientenmatrix A besitzt eine eindeutig
bestimmte Losung, wenn det(A) # O ist.

Losungen LGS

det(A) #0 det(A) =0

|

Eine Losung Keine Losung

oo viele

Losungen

16.7 Praxis

Die Berechnung von n x n-Systemen, worunter wir n Gleichungen mit n Unbekannten
verstehen, werden ab n = 3 miihsam, fehleranfallig und ineffizient zu berechnen. Taschen-
rechner verfiigen iliber solche internen Programme. Haufig wird die Eingabe als sogenannte
erweiterte Koeffizientenmatriz verlangt. Das LGS sieht folgendermassen aus:

X+ y+ z = 9
2y — 52 = =17
— (1/2)z = =(3/2)
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Die erweiterte Koeffizientenmatrix ist dafiir wie folgt:

11 1 9
(AlBB)=]0 2 -5 | =17
0 0 —05]—-15

In bestimmen Wissensgebieten wird mit enorm grossen Systemen gearbeitet, zum Beispiel
bei der Wettervorhersage, in Stromungssimulationen oder bei der Berechnung von Erdbeben.
Diese System sind auch ein einige Millionen gross.
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Aufgaben

0.1 Bestimme die Anzahl Lésungen, indem die Determinante berechnet wird, und falls diese null ist,
ob es keine oder unendliche viele Losungen gibt. Wende das Eliminationsverfahren an.

x+2y = 5 —5x + = 17 x+4dy = 6
(a) v (b) M © [ 57
6 X+y 5 ﬁX"‘gy = 3
_3 _ _15
@| M2 = 72
x—2y = 3

1 (a) Die Determinante ist 2-1—2-0 = 2. Das System hat eine Losung.

(b) Die Determinante ist (—5)-1—1-1 = —6, eine Losung.
(c) Determinante 1-1/3 —4/12 = 0. Die zweite Gleichung wird mit 12 multipliziert und wird zu
x +4y = 6, genau wie die erste. Die Elimination fiihrt zu 0 = 0. Das System hat co viele Losungen.
_3 - _15
(d) Achtung, die Reihenfolge der Variablen sollte man beachten, d.h. Zz + 2 ~ % | Die
Determinante ist 0. Die erste Gleichung mit f% multipliziert ergibt das System
x—2y=>5
x —2y=3
0=2
Das Gleichungssystem hat keine Losung.
0.2 Lose folgende Gleichungssyssteme
(@) dx —3y =29 (b) 4x—7) + 9y =80 © 2x + 3y =12
%x+ y=0 2(x—7) =55y = 0 6x—3y—%
_ — 4 9 x+1 x—3
@ | D0 @ TS | v
53(37( + 7y) = 477 gX =+ .on = ] =T — Y45
S5 3 _
@ | 73
v Ty =8
2 (a) Wir multiplizieren die zweite Gleichung mit 3 und erhalten
4x — 3y =9
x+3y=20

Wir addieren die zwei Gleichungen bekommen 5x = 9 und daraus x = 9/5. Wir setzen x ein, z.B.
in die zweite Gleichung des urspriinglichen Systems und erhalten 3/5 +y = 0 und somit y = —3/5.
(b) Wir multiplizieren die zweite Gleichung mit 2 und subtrahieren. Es folgt 9y + 11y =80 — 0
und 20y = 80 womit y = 4. In die zweite eingesetzt folgt 2(x —7) —22 =0 und x — 7 = 11 woraus
x=18.
(c) Die Gleichungen addieren produziert die Gleichung 8x = 13/4+3/4 = 16/4 = 4. Damit x = 1/2
und eingesetzt 1+ 3y = 13/4 und 3y = 9/4 womit y = 3/4.
(d) Gliicklicherweise lassen sich die Gleichungen durch den Leitkoeffizienten, hier 25 und 53 teilen.
Das System wird zu

x—3y=7
x+7y=29
. . . . . .o . 7 =3
Wir wenden die Determinantenmethode an, bestimmen diese fiir die Koeffizienten als 3 7=
.. . . 7 =3
49 + 9 =58. Fiir x folgt die Determinante d, = o 7= 7-7—(-3)-9=49+ 27 =76. Analog

7 7

dy=13 o

=7-9—7-3=63—21=42. Damit x =76/58 = 38/29 und y = 42/58 = 21/29.
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(e) Wir transformieren das Gleichungssystem, indem wir beide Gleichungen mit 10 multiplizieren.
Wir erhalten

8 + 9y =10
4x + 7y =10

Die zweite Gleichung multiplizieren wir wiederum mit 2 und subtrahieren. Das ergibt 9y — 14y =
10 — 20 oder 5y = 10 womit y = 2. Eingesetzt folgt 4x +7 -2 = 10 oder 4x = —4 und x = —1.
Kontrolle bestatigt das geschwind.

(f) Wir miissen die Briiche loswerden. Wir multiplizieren kreuzweise mit den Nennern (entspricht
(x+1)y—3) = (x-3)y+2)
(x—1Dy+5 = x+4)(y-1)
y—3x+y—3 =xy+2x—3y—6 —5x + 4y = -3
w+5x—y—5= xy—x+4y—4 6x — 5y =

dem Erweitern) und erhalten: . Ausmultiplizieren ergibt

und weiter ‘ Man erkennt, dass

die Determinante 1 ist, denn 5-5—4-6 = 25—24 = 1. Mit d, = -3

45| =11 und dy =

-5 =3
6 1
(9) Wie bis anhin kénnte man versuchen, einfach die Nenner wegzubringen. Dabei entsteht allerdings
auf der rechten Seite der Gleichungen ein Term x? +y?. Damit sind wir aufgeschmissen. Anderseits

=-5+18=13folgt x =11 und y = 13.

konnte man eine Substitution anwenden, z.B. u = % und w = ﬁ Damit erscheint das LGS
5u+ 3w =25 . 5 3 5 5

1 . Mitd=20—-9=11 = =20—24 = —4 und = =

als 3u 4 4w — 8 it d 0 , du 3 4 0 und d,, 3 3

40 — 15 = 25. Somit u = —4/11 und w = 25/11. Daraus entsteht das neue Gleichungssystem
x+y=-11/4
x—y= 11/25
Addition der beiden Gleichungen ergibt 2x = —11/4 + 11/25 = (=275 + 44)/100 = —231/100.
Daraus x = —231/200. Die Gleichungen subtrahieren ergibt 2y = —11/4—11/25 = —(275+44)/100
und y = —319/200. Es mag erstaunen, aber die Kontrollrechnung bestatigt das Resultat. Der guten
Ordnung halber sollten wir noch erwahnen, dass x # y und x # —y sein muss, was es auch ist.

u = Xl—y = —4/11 und w = ﬁ = 25/11 oder mit den Reziproken

0.3 ** Bestimme mit dem Determinantenverfahren folgende Gleichungssysteme

x—2y+z = -5 2x—4y+z = —7
(a) x+3y—z = 12 (b) x—2y+2z = -2
x+y+2z = 0 —x+4y—2z = 3
3 =2 113 -2
3 (a)det(A):|1 3 —1|1 3 =18+2+1—-34+3+4=25.
1 1 211 1

-5 =2 1|5 =2
Flr x: det(Ax):] 12 3 =112 3 =-30+0+12—0—-5+48=25. Damit x=1/1=1.

Fiir y: det(Ay) :

Fiir z: det(A,) :

(b) det(A):| 1 —2 2| 1 —2 =8+8+4—-2-16—8=—6.
1 4 —2|-1 4
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-7 -4 1|-7 —4
Fir x: det(Ay):| -2 -2 2| -2 -2 =-28-24—8+6+56+16=18. Somit x =18/(—6) =

Firy: det(Ay):| 1 -2 2 1 -2 =8+14+3—-2—-12—14=-3. Damity=3/6=1/2.
-1 3 =21 3
2 -4 -7 2 —4
Fir z: det(A,) : 1 -2 =2 1 -2 =-12—-8—-28414+16+ 12 = —6. Somit z =
-1 4 3|1 4
(—6)/(—6) =1.

0.4 Sagt ein Madchen: “Ich habe flinfmal soviele Briider wie Schwestern”, sagt ein Bruder: “Ich habe
zweimal soviele Briider wie Schwestern”. Wieviele Knaben und Madchen hat die Familie?

4 Es bezeichnen m die Anzahl Madchen und k die Anzahl Knaben. Ein Madchen hat m—1 Schwestern
und k Briider, ein Knabe hat k — 1 Briider und m Schwestern. Ihre Gleichung ist (i) 5(m —1) =k,
seine (ii) k — 1 = 2m. Die erste Gleichung in die zweite eingesetzt ergibt : 5(m — 1) — 1 = 2m
oder 5m — 5 — 1 = 2m und 3m = 6 womit m = 2. Daraus folgt k = 5(2 — 1) = 5. Eine zahlreiche
Kinderschar.

0.5 Zwei Rohren fiillen ein Becken in 2 Stunden. Die eine Rohre flihrt 4 Mal mehr Wasser zu als die
andere. In welcher Zeit wiirden die Rohre das Becken einzeln fiillen?
5 Wir bezeichnen die Wasserzufuhr pro Stunde als x; und x,. Der Beckeninhalt kann als 1 gewahlt
werden. Eine Beckenfiillung ist x;1 4+ x, mal 2 Stunden. Sodann ist x; = 4x,. Das Gleichungssystem
ist
2x1 + 2x; = 1
X1 = 4X2
Die zweite in die erste Gleichung eingesetzt: 8x2 + 2x, = 1 oder 10x; = 1 womit x; = 0.1. Damit
folgt x; = 4x, = 0.4. Das eine Rohr fiillt gemass x;t; = 1 oder t; = 1/x; = 2.5 Stunden, das andere
x2t; = 1 oder t; = 1/x2 = 10 Stunden.

0.6 Zwei Spirituosen unbekannten Alkoholgehalts werden folgendermassen gemischt und enthalten
dann denselben Gehalt von 50%: 1) 10 | Sorte A mit 16 1 Sorte B und 7,4 | Wasser und 2) 6 1 Sorte A
mit 10 1 Sorte B und 4.6 1 Wasser. Welche Alkoholgehalte haben die Sorten?

6 Wir bezeichnen mit x (y) den Gehalt an Alkohol der Sorte A (B). Der Gehalt x ist eine Zahl zwischen
0 und 1. Ein Liter der Sorte A enthilt x Liter Alkohol und (1 —x) Liter Wasser. Die Mischung enthélt
gleichviel Wasser wie Alkohol. Die erste Mischung enthélt somit 10 - x + 16 - y Liter Alkohol, der
der Halfte von 10+ 16 4+ 7.4 = 33.4 Liter entspricht. Somit die Gleichung 10x + 16y = 16.7. Fiir die
zweite Mischung analog, d.h. 6x + 10y = 20.6/2 oder 6x + 10y = 10.3 Das System ist also

10x + T6y = 16.7 e . 30x + 48y = 50.1
d ltipl t mit 5 und 3
6x + 10y = 10.3 odet THUIHPHaISt mib o U 30x + 50y = 51.5
Subtraktion fithrt zu 2y = 1.4 und somit y = 0.7. In der zweite Gleichung eingesetzt erhdlt man

30x + 35 = 51.5 oder 30x = 16.5 sowie x = 0.55.

0.7 ** Der Vater wandert von A iiber B zuriick nach A in 6.5 Stunden. Seine Tochter fahrt spater mit
dem Fahrrad dieselbe Strecke ab. Sie trifft ihren Vater auf seinem Riickweg nach einer Viertelstunde
nach Abfahrt. Dann trifft sie ihn nochmals auf ihrem Riickweg und zwar an dem Ort, von dem der
Vater noch eine Viertelstunde bis nach A braucht. Um wieviel schneller fahrt sie im Verhaltnis zur
Geschwindigkeit des Vaters? Um wieviel spater startet die Tochter? Um wieviel frither kommt sie an?

7 Wir miissen uns hier zuerst ein mathematisches Modell entwerfen. Davon kann es mehrere Varianten
geben. Prinzipiell gilt: 1) die Formel s = v - t, also Strecke ist Geschwindigkeit mal Zeit, und 2)



16.7. Praxis 16-13

“¢reffen” bedeutet, dass beide Orte gleich sind (und beide Zeiten). Bei genauem Lesen fallt auf, dass
das Verhaltnis der Geschwindigkeiten gesucht ist, also vy /vy = x.

Wir fiihren Variablen ein: vy Geschwindigkeit der Tochter, vy, Geschwindigkeit des Vaters, s gesamte
Strecke, (s1,t1) Strecke/Zeit erstes Treffen, (s,t,) zweites Treffen und T Abfahrtzeit Tochter. Eine
Graphik ist meist sehr wertvoll. Hier eine Moglichkeit fiir die zwei Treffen:

B v

A | | B
T |
5 v

A | B
- T

Wir beschreiben das erst Treffen. Die Tochter hat die Strecke s; = Vr - 0.25 zuriickgelegt, der Vater
die ganze s minus vy(T 4 0.25) oder s; = s — vy/(T + 0.25). Daraus folgt V10.25 = s —vy/(T + 0.25).
Wir dividieren mit vy und erhalten vy/vy0.25 = x0.25 = 6.5 —T — 0.25 = 6.25 — T oder einfacher
x =4(6.25—T) =25 —4T. Denn s/vy = 6.5.

Das zweite Treffen bedeutet s = vy - (6.5 —0.25) = v1(6.5—0.25 —T), denn die Zeit ist gegeben als
6.5 Stunden minus die Viertelstunde. Einfacher: vy - (6.25) = v1(6.25 —T) und 6.26 = x(6.25—T)
Wir setzen ein: 6.25 = x(6.25—T) = 4(6.5—T)(6.25—T) = (2(6.25—T))?2. Das ist halt eine quadratische
Form. Radizieren +2.5 = 2(6.25—T)) oder T = 6.25 + 1.25 uns T ={5,7.5}. Die Losung 7.5 ist nicht
moglich, weil da der Vater schon zuriick ist, also T = 5. Daraus x = 25—4T = 5. Und als letztes: Wenn
der Vater noch 0.25 braucht fiir das latzte Stiick, dann schafft dies die Tocher in 0.25/5 Stunden,
also 0.05 - 60 Minuten oder 3 Minuten. Sie ist also 12 Minuten vor ihm zuriick.
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