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Vorrede zur Sammlung

Dies ist ein Mathematikbuch, das den Stoff fiir eine eidgendssische Mathematik-Matura
gemass Richtlinie des Staatssekretariat fiir Bildung, Forschung und Innovation umfasst. Es
geht vom sogenannten normalen Niveau aus und kennzeichnet den Stoff fiir das erweiterte
Niveau.

Es ist im Stil der “Selbststudium”Biicher verfasst und auf Effizienz angelegt, d.h. der oder die
Studierende soll nicht selber die Mathematik neu “erfinden”. Die Didaktik ist dusserst einfach:
Theorie erkliren, Ubungen erldutern, Aufgaben stellen (und Lésungen mitgeben), analog
der kiinstliche Intelligenz von modellieren, trainieren, testen. Das Buch enthalt Losungen zu
alten offiziellen Priifungsaufgaben. Es ist vom Ende her gedacht: was muss man wissen, um
die Matura bestehen zu kénnen. Deshalb unterscheidet es sich von den Lehrwerken fiir die
Gymnasien und Mittelschulen in der Gewichtung der Themen.

Das Buch ist keine Aufgabensammlung. Es wird impliziert, dass man alle Aufgaben 16st.

Das Buch eignet sich auch als Vorbereitung fiir das Studium als Repetitorium oder als
Vorbereitung fiir universitare Aufnahmepriifungen, z.B. ETHZ oder Uni Ziirich.

Hier vorliegend ist ein erster Entwurf. Mit Schreibfehlern ist zu rechnen. Sie haben die
Moglichkeit, das Werk besser zu machen, indem sie Kommentare abgeben.

Wie ist das Buch gegliedert? Es folgt der klassischen Aufteilung in elementare Geometrie,
Mengenlehre und Arithmetik, sodann Algebra und Analysis. Am Schluss dann Stochastik und
Statistik. Bis auf die Mengenlehre ist dieser Aufbau auch in groben Ziigen der historische.

Die Mathematik kann man sich als universelle Sprache vorstellen. Elemente sind vor allem
drei: 1) Axiome oder Forderungen, 2) Sétze oder Folgerungen und 3) Definitionen. Definitio-
nen liefern das Vokabular, geben bestimmten Verhalten oder Phanomenen einen Namen. Sie
stehen im Zusammenhang mit der Theorie, sind aber vor allem der Vereinfachung und der
Prazisierung dienlich. Man muss sie kennen. Sdatze oder Theoreme bauen auf anderen Sadtzen
oder Axiomen auf. Sie sind Schlussfolgerungen, die durch Beweise von Behauptungen entste-
hen. Dabei werden die Forderungen auf schon bewiesen Satze oder Axiome zuriickgefiihrt.
Wir werden solche Beweise herleiten oder plausibilisieren. Aziome sind die grundlegenden
Forderungen, die sofort einsichtig sein sollen aber nicht bewiesen werden kénnen. Durch zwei
Punkte geht eine Gerade, ist ein Beispiel. Somit entsteht ein Aufbau wie in der Abbildung.



In diesem Werk werden wir Sdtze und Definition farblich stark hervorheben. Satze sind
orange eingefarbt, Definitionen griin.

Die Frage, ob die Mathematik erfunden oder entdeckt wird, gibt es viele Meinungen. Es ist
aber klar, dass Mathematik eine reine Geisteswissenschaft ist und keine Naturwissenschaft.
Ein Blick aus dem Fenster in die unbebaute Umgebung lasst keine Zahlen oder ganz wenige
regelmassige geometrischen Korper erkennen.

Die Kraft der Mathematik ist die Abstraktion, das Abheben von konkreten Einzelfall zur
Verallgemeinerung. Damit lassen sich Modelle, geistige vereinfachte Vorstellungen, bilden fiir
ganz unterschiedliche Lebensbereiche. Mathematik ist auch eine durchgangige Hilfswissen-
schaft, z.B. fiir Physik, Chemie, Biologie, Architektur, Verkehr, Bevolkerung, Oekonomie usf.
Deshalb lasst sich im Einzelnen die Frage nach der Niitzlichkeit von bestimmen Aussagen
nicht sogleich beantworten.

Mathematik hat auch einen asthetischen Aspekt mit dem Spiel der Formen und der Regeln.
Es gibt wohl keinen optimalen Zugang zur Mathematik; einjeder muss seinen personlichen
finden. Aber hier gilt mehr denn anderswo: ohne Fleiss kein Preis.

Gute Unterhaltung!



Vorwort

Geometrie heisst wortlich soviel wie Erdmessung. Auf Deutsch hiesse es frither Raumlehre.
Dabei ist der Raum ein Oberbegriff auch fiir die Ebene, in der die ebene Geometrie, oder
vom Lateinischen Planimetrie, angesiedelt ist. Neben der Planimetrie tritt die Stereometrie,
die raumliche mit Betrachtungen zu Korpern, Volumen, Oberflachen usw.

Neben dieser elementaren Geometrie wird spater als Erweiterung und Erganzung die Tri-
gonometrie treten, die Lehre von den Winkeln und Kreisfunktionen. Dann wird die Vek-
torgeometrie folgen, mit der man rechnerisch sehr viele Phanomene abdecken kann. Die
letzten beiden Geometrien nennt man je nach Standpunkt auch algebraische Geometrie.
Nach diesem Teil wartet also noch einiges auf die Lesenden.

Der Stoffumfang ist eher grossziigig bemessen. Weil aber fiir die Maturpriifung keine spe-
zifischen Fragen zur elementaren Geometrie gestellt werden, muss man diesen ersten Teil
als Vorbereitung und als anschauliche Ubung und zur Schulung der Vorstellungskraft zu
betrachten. Es geht auch darum, ein gewisses Vokabular zu erlernen.

Viel Erfolg.

Feldmeilen und St.Moritz, 25. Januar 2023 Claudio Franzett:

Organisationshilfe

* (oder blauer Text) bedeutet Stoff fiir das “erweitertes Niveau” gemdss Reglement

** Zusatzstoff flir besonders Interessierte
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Kapitel 1

Grundbegriffe

1.1 Grundlagen

Die Geometrie, auf deutsch Raumlehre, befasst sich mit dem dreidimensionalen Raum. Darin
sind eindimensionale Gebilde die Linien, zweidimensionale Fldachen und dreidimensionale
Korper. Korper werden durch Flachen begrenzt, Flachen durch Linien, und Linien bestehen
aus Punkten. Punkte sind keine Raumgrossen, weil sie als dimensionslos gedachte werden,
also keine Ausdehnung besitzen und somit rein abstrakt sind.

1.1.1 Linien

In der nebenstehenden Abbildung sehen wir A B
ein paar unterschiedliche Linien. Die oberste S ©
ist eine Gerade, die sich beidseits ins Unend- A B
liche erstreckt. Der Abschnitt von Punkt A G S
zu B heisst Strecke. Man bezeichnet sie mit g/—\g
einem Uberstrich, AB. Beginnt eine Linie, die

gerade durch zwei Punkte geht, so heisst sie A

Strahl oder Halbgerade. Sodann sehen wir O/\/O

zwel gekriimmte Linien und ein geschlossene

Fir Punkte und Linien gelten folgenden, einsichtigen Grundséatze:

Satz 1.1. (1) Durch eine Punkt kann man unendliche viele Geraden legen.
(2) Eine Gerade ist durch zwei Punkte eindeutig festgelegt.
(3) Durch zwei Punkte kann man unendliche viele Linien legen.
(4) Zwei geraden konnen sich in héchstens einem Punkt schneiden

Definition 1. Punkte bezeichnet man als kollinear, wenn sie auf ein und derselben Geraden
liegen. Zwei verschiedene Punkte sind stets kollinear, da sie eindeutig eine Gerade bestimmen.

Definition 2. Als kopunktal bezeichnet man zwei oder mehr Geraden, die durch einen
gemeinsamen Punkt gehen.

1-1
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A B C Wenn ein Punkt genau zwischen zwei anderen liegt,

g dann sind sie kollinear. Bei zwei Geraden sagt man,
sie schneiden sich im Punkt P.

Die Abbildung zeigt einen Kreis. Der Kreis entsteht,
indem z.B. die Strecke MA um den einen Endpunkt
M bis zur Riickkehr in die Anfangslage dreht. Der
Punkt M wird der Mittelpunkt, die Strecke MA Ra-
dius genannt. Alle Radien eines Kreises sind einander
gleich.

Jede Strecke, welche zwei Punkte des Umfangs verbindet, heisst Sehne. Sie zerlegt denselben
in zwei Bogen. Geht die Sehne durch den Mittelpunkt, so wird sie Durchmesser D genannt.
Jeder Durchmesser, teilt den Umfang in zwei Halbkreise. Alle Durchmesser eines Kreises
sind einander gleich.

Eine Gerade durch einen Punkt innerhalb des Kreises schneidet den Kreis stets in zwei
Punkten. Die Gerade heisst Sekante. Geht die Sekante durch das Zentrum, so wird sie zur
Zentrale. Geraden, die den Kreis nur beriihren, heissen Tangenten. Eine Passante ist eine
Gleichung, die ausserhalb des Kreises liegt.

Ein Punkt liegt entweder auf dem Kreise oder ausserhalb oder innerhalb des Kreises, je
nachdem sein Abstand vom Mittelpunkt gleich oder grosser oder kleiner als der Radius ist.

Kreise von gleichen Radien nennt man gleich. Wenn ein Kreis einen anderen schneidet, so
erfolgt dies stets in zwei Punkten. Kreise mit demselben Mittelpunkt liegen konzentrisch,
mit verschiedenem Mittelpunkt exzentrisch.

1.1.2  Winkel

Zwei Strahlen, die von demselben Punkte aus- gehen, bilden einen Winkel. Er ist das Mass
der Drehung, durch welche der eine Strahl in die Lage des anderen gebracht wird. Die beiden
Strahlen werden die Schenkel, der Punkt Spitze oder Scheitel genannt.
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$1

S2

Strenggenommen bilden die beiden Strahlen zwei Winkel, ndmlich wie in der Abbildung «
und f.

Bezeichnet wird der Winkel ZASC entweder durch drei grofie lateinische Buchstaben, von
denen derjenige, welcher an mittlerer Stelle genannt wird, am Scheitel, die beiden anderen an
beliebigen Punkten der Schenkel stehen oder durch einen kleinen griechischen Buchstaben,
der zwischen die Schenkel nahe dem Scheitel gesetzt wird, z. B. «.

Die Grosse des Winkels ist von der Lange seiner Schenkel unabhéangig.

In der Abbildung sehen wir die verschiedenen
Typen von Winkeln. Zuoberst der spitze Win-
kel. Sodann de rechte Winkel, dessen eine
Schenkel das Lot zum anderen bildet. Der
rechte Winkel wird speziell durch einen Sek-
tor mit Punkt (oder auch mit einem kleinen

N

2

Quadrat) gekennzeichnet.

Dreht man weiter auf, so kommt man zum
stumpfen Winkel. Weiters gelangt man zum
gestreckten Winkel. Bei diesem sind die zwei
Schenkel parallel und der Winkel ist nur noch
durch den Scheitel S erkennbar. Der Gestreck-
te Winkel entspricht zwei rechten Winkeln.

i

Zu guter Letzt erreicht man den vollen Winkel, bei welchem die Schenkel iibereinander zu
liegen kommen.

Definition 3. Der wvolle Winkel besitzt eine Winkelsumme von 360 Grad.Deshalb besitzt der
gestreckte Winkel 180 Grad und der rechte Winkel 90 Grad.

Anmerkung 1.2. Die Gradeinteilung stammt aus Babylonien, wo man das Schziger-System der
Zahlen verwendete. Man beachte: 1 Grad besteht aus 60 Winkelminuten “’’, die wiederum
aus 60 Winkelsekunden “’” bestehen. Eine Angabe wie 74° 46’ 13” wie die Zeitangaben in
Stunden.

In der folgenden Abbildung sehen wir zwei parallel Geraden g und h, die von drei Linien,
wobei zwel wiederum parallel sind, geschnitten werden.
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Nebenwinkel sind zwei Winkel, welche den Scheitel und einen Schenkel gemeinsam haben,
wahrend die beiden anderen Schenkel eine Gerade bilden. In der Abbildung also « und &
oder & und «'.

Satz 1.3. Die Summe zweier Nebenwinkel ist ein gestreckter Winkel, also 180 Grad.

Scheitelwinkel sind zwei Winkel, wenn die Schenkel des einen die Gegenstrahlen der Schenkel
des anderen sind, also « = «’. Da gilt: 6 + o’ = 360 und « + & = 360 folgt o = .

Satz 1.4. Scheitelwinkel sind einander gleich.

Die Winkel « und «’ heissen Gegenwinkel. Wenn g und h parallel sind, sind sie gleich.
Sind sie gleich, dann sind die Geraden parallel.
Das Winkelpaar o und o’/ sind die Wechselwinkel.

Satz 1.5. Werden zwei Parallelen von einer Geraden geschnitten, so sind je zwei Wechselwinkel
einander gleich.

Stufenwikel liegen auf der gleichen Seite der schneidenden Gerade 1 und auf der gleichen
Seite der geschnittenen Parallelen g und h, z.B. « und «”.

Satz 1.6. Stufenwinkel an geschnittenen Parallelen sind gleich gross.

Zwei Winkel, deren Summe 90 Grad ausmacht, heissen komplementar, und jeder von ihnen
ist das Komplement des anderen.

Nach all diesen Definitionen und mit den zwei Sdtzen wird auch aus der Abbildung klar,
dass die Summe der Winkel im Dreieck 180 Grad ist.

Satz 1.7. Die Summe der Winkel im Dreieck ist stets 180 Grad.

1.1.3 Spezielle Punkte, Orter

Definition 4. Ein geometrischer Ort (Plural: geometrische Orter) bezeichnet eine Menge
von Punkten, die eine bestimmte, gegebene Eigenschaft haben.

In der ebenen Geometrie ist dies in der Regel eine Kurve, wofiir man auch das Wort Ortskurve
oder Ortslinie verwendet. Ein Schnittpunkt ist somit ein geometrischer Ort, der z.B. sowohl
zur Geraden g als auch zur Geraden h gehorig ist oder zur Geraden g und dem Kreis k.

1.2 Arbeiten mit Zirkel, Lineal und Geodreieck

Diese drei Werkzeuge sind ausreichend, um die vielen Konstruktionen der ebenen Geometrie
zu bewaltigen. Da man heute leicht zugangliche Software zur Konstruktion benutzen kann,
sind die Grundkonstruktionen eher fiir das Verstandnis als fiir die Praxis bestimmt.
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1.2.1 Winkelhalbierende

Die Winkelhalbierende wir auch Mediane genannt. Bie zwei sich schneidenden Geraden gibt
es zwei Winkelhalbierende, die aufeinander senkrecht stehen.

Winkel lassen sich mit Zirkel und Lineal
halbieren (aber nicht dritteln). Ein erster
Kreisbogen mit Radius r wird im Scheitel
durch die zwei Schenkel geschlagen. Aus je-
dem der zwei Schnittpunkte wird ein Kreis-
bogen mit gleichem Radius geschlagen, so
dass zwischen den Schenkeln ein Schnitt-
punkt entsteht. Nun wird dieser mit dem
Scheitel verbunden.

1.2.2 Mittelsenkrechte

Die Mittelsenkrechte ist diejenige Gerade und damit Menge von Punkten, die von zwei
Punkten A und B jeweils denselben Abstand aufweisen. Zur Konstruktion schlagt man mit
dem Zirkel zwei gleiche Kreisbogen um die zwei Punkte mit konstanter Einstellung. Dadruch
entstehen zwei Schnittpunkte, durch die die Mittelsenkrechte geht.

Die Mittelsenkrechte einer Strecke AB hal-
biert diese, und steht senkrecht auf ihr. Mit
dem Zirkel wird bei gleichem Radius zweimal
der Bogen um die Endpunkte zwischen ihnen
geschlagen. Sie zwei Schnittpunkte kann man
mit dem Lineal verbinden.

1.2.3 Das Lot

Das Lot, oder Senklot, ist eine Maurerwerkzeug, um die Mauern senkrecht zu bauen. Es
besteht aus einer Schnur und einem Gewicht, das aufgrund der Schwerkraft zum Erdmittel-
punkt zeigt. In der flachen Geometrie fallt man das Lot von einem gegebenen Punkt P auf
eine Gerade g.



1-6 KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE

9

Mit dem Geodreieck ist eine Gerade eingraviert, die senkrecht zur langen Seite des Dreiecks
verlduft. Diese richtet man an der Gerade aus und platziert es am Punkt P. Sodann kann
man mit dem Stift das Lot als Gerade einzeichnen.

Die etwas aufwendigere Methode verwendet nur den Zirkel und das Lineal. Im Punkt P
wird dieser eingesteckt und mit einer Spreizung, die grosser als der Abstand zur Geraden g
werden zwel Schnittpunkte A und B konstruiert. Nun bestimmt man die Mittelsenkrechte
der Strecke AB.

1.2.4 Parallelverschiebung

Die Parallelverschiebung einer Strecke benotigt ein Dreieck und ein Lineal. Man legt ein
beliebige Seite des Dreiecks an die zu verschiebende Strecke und legt das Lineal in ungefdhr
der Richtung, nach der man verschieben will. Sieh dir die Abbildung an.

1.2.5 Winkelmessung

Die Winkelmessung benutzt die auf dem Geodreieck eingravierten Skalen. Insgesamt sind vier
Skalen vorhanden, namlich sowohl auf dem inneren Bogen als auch auf den kiirzeren Seiten.
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Es sind Einteilungen im Uhr- und Gegenuhrzeigersinn vorhanden. Die Messung bedingt,
dass man den Nullpunkt auf der langen Seite mit dem Scheitel zur Deckung bringt, wobei
das Dreieck iiber dem Winkel liegen muss. Sodann muss ein Schenkel an der langen Seite
des Dreiecks anliegen. Bei Zusammentreffen des anderen Schenkels mit dem Bogen oder der
Kante kann der Winkel abgelesen werden.
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1.1 Ubung Man messe die drei Winkel im abgebildeten
Dreieck so genau wie moglich. Man kontrolliere, ob die
Summe 180° betragt. Wir haben gemessen & = 79.2°,
3 =57.7° und y = 43.1°. Die Summe stimmt. <

1.3 Proportionen

Thales von Milet, ein antiker Mathematiker und Geschaftsmann, verbliiffte den Pharao,
indem er die Hohe der Cheops-Pyramide berechnete. Dazu steckte er eine Stock in den Sand
und mass Hohe des Stocks h und Lange des Schattenwurft 1. Zudem bestimmte er die Lange
des Schattenwurfs der Pyramide L. Er behauptete, die Hohen und Langen wiirden im selben
Verhaltnis, der gleichen Proportion, stehen, also H zu L ist wie h zu l. Daraus folgt die
unbekannte Hohe H als die Proportion mal die Lange L.

N
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Wenn man die zwei Dreiecke ineinander schiebt, erkennt man,

wie ein Zweistrahl von zwei Parallelen geschnitten wird. Die

Gesetzmassigkeit ist aber nicht auf rechtwinklige Dreiecke h
beschrankt. Es gilt die Proportion

H:L=h:1 oder H:h=L:1

Die Hohe der Pyramide H ist somit als

gegeben.

1.3.1 Strahlensatze

Die Strahlensétze sind sehr wichtige Zusammenhénge, die fiir weiterfithrende Uberlegungen
notwendig sind.

Erster Strahlensatz

Zwei sich schneidende Geraden werden von mehreren parallelen Geraden geschnitten. Die
dadurch entstehenden Strecken weisen regelmassige Verhaltnisse auf.

c3
as

C2
az

by

a C1

Formel 1.1. 1. Strahlensatz Es ist
a3:b3:a2:b2:a1 :b1

und
a3:bc:C12:C2:a1:C1

Zweiter Strahlensatz

Es werden drei kopunktale Geraden mit zwei Parallelen geschnitten.
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—t

Formel 1.2. 2. Strahlensatz Es gilt

m:m=p:q

Die Herleitung erfolgt iiber die Flachenbestimmung des Dreiecks.

1.3 Ubung (Gleichungen vorausgesetzt) In der Optik gilt das Linsengesetz, wonach: 1? = %—I—é.
Man nennt f die Brennweite, b die Bildweite und g die Gegenstandsweite. G ist die Hohe
des Gegenstands und B die des Bildes.

Es folgt sofort: G: B = g : b. Zudem ist auch G : B = f : x. Des weitern gilt f4+x = b. Daraus

folgt % = ﬁ, ausmultipliziert gb — gf = fb. Durch gbf geteilt, folgt:
1 1 1 T 1 1
- _ 2 d [
f b e N

1.3.2 Teilung der Strecke

Die Strahlensatze eignen sich umgekehrt, um eine Strecke in bestimmte Teile zu zerlegen.

Eine Strecke AB kann mit den Werkzeugen in ganzzahli-
ge Proportionen geteilt werden. Dazu zeichnet man einen
Hilfsstrahl und tragt darauf mit dem Zirkel gleichlange
Strecke ein. Will man die Strecke im Verhéltnis 3 : 2
teilen, tragt man fiinf Strecken ab. Dann verbindet man
den Endpunkt mit dem PunktB und verschiebt parallel
die Gerade durch den Endpunkt der dritten Strecke. A 34 P\ 2, B
Dies Gerade schneidet AB in P. Geméss Strahlensatz ist > >
AP:AP =3:5.
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3 Man kann eine Strecke auch mithil-
A 5¢ a fe des zweiten Strahlensatzes teilen.
Dazu zeichnet man an den Enden

P ja B A und B der im Verhaltnis 3: 2 zu
teilenden Strecke parallele Geraden

ein. Dann tragt man zum einen 3

und zum anderen 2 gleiche Strecken
ab und verbindet diese zwei Endpunkte. Sie schneiden die Strecke AB im gewiinschten Ver-
haltnis.

1.4 Ubung Die Strecke AB soll im Verhéltnis p/q ge-
teilt werden im Punkt P (innerer Teilpunkt). Zudem
soll ein ausserer Teilpunkt Q gefunden werden, so
dass QA : QB =p/q ist.

Die Konstruktion sieht vor, am Punkt B nach oben
und unten eine Lange q auf einer Geraden g abzu-
tragen. Damit sind auf g zwei Punkte bestimmt.

Sodann wird parallel zu g durch A eine Strecke p abgetragen. Durch diesen und beide
vorgenannten Punkte werden zwei Geraden gelegt, die AB in P und die Verldngerung von
AB in Q schneiden. Nun erkennt man mit beiden Strahlensitzen, dass gilt:

AP:BP—AQ:BQ=p:q

Die vier Punkt A, B, P und Q nennt man harmonische Punktgruppe. <
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Aufgaben

2.5 Teile den spitzen Winkel mit Zirkel und Lineal.

2.6 Finde mit den euklidischen Werkzeugen (Zirkel, Lineal) den Lotfusspunkt L zu P auf g und zeichne
die Mittelsenkrechte zwischen den Punkten A und B.
P

o
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2.7 Bezeichne alle Winkel & und seine Supplementérwinkel 3. Die Geraden g und k sowie h und f
sind parallel.

2.8 Bestimme die Hohe des Baums, wenn der Schatten 12m betrégt und ein Stab von 2m Lénge einen
Schatten von 3m wirft.

8 Die Sonne wirft den Schatten mit immer gleichem Winkel. Deshalb sind die zwei Dreiecke in ihren
entsprechenden Seiten proportional. Das Verhaltnis kurzer zu langer Kathete ist 2 : 3 und h: 12.
Damit gilt % = % Daraus folgt h = 8.
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2.9 Bestimme die Langen von a bis e

9 Wir verwenden die drei Strahlensadtze. Als erstes bestimmen wir b: es gilt b: 3 = 0.5: 1, womit
b=1.5.Sodann d: d:3=1:2, woraus d = 1.5. Es gilt ferner: b: 0.5 = (b + e) : d oder eingesetzt
1.5:05=3=(15+e¢):1.5. Daraus4.5=15+¢eodere=3. Esgilt f:3=0.5:d =0.5:1.5. Somit
folgt f = 1. Weiter (2+c):3=2:foder2+c=6:lTundc=4. Firagit:a:(2+c)=a:6=2:3
oder 3a = 12 oder a =4. Es gibt jeweils mehrere Alternativen zur Berechnung.

2.10 Gegeben sind zwei Rechtecke. Zeichne iiberall den Winkel « und seinen Komplementdrwinkel 3
ein.

10
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2.11 Teile die Strecke AB im Punkt M im Verhiltnis 3:5.

A B

11 Wir zeichnen den Strahl g und tragen darauf 8 Mal eine gleiche Léange ab. Dann verbinden wir
den letzten Schnittpunkt mit B. Wir veerschieben diese Linie parallel durch den 3. Schnittpunkt und
schneiden AB in M.




Kapitel 2

Polygone

Das Wort Polygon stammt aus dem Griechischen und heisst iibersetzt Vieleck. Wir betrachte
hier Figuren, die mit n Strecken n Ecken bilden, also geschlossene Kurven sind. Spezielle
Polygone sind Dreieck, Viereck usw., die Regelmaéssigkeiten aufweisen konnen, z.B. aus
gleichlangen Strecken bestehen oder gleich Winkel einschliessen.

2.1 Dreieck

2.1.1 Typen von Dreiecken

Die Dreiecke werden nach dem Kriterium Winkel und Seite eingeteilt.

>IN

Man unterscheidet spitzwinklige, rechte und stumpfe Dreiecke. Im rechtwinkligen Dreieck
heissen die beiden Seiten, welche den rechten Winkel einschliefen, Katheten (a und b) und
die Seite, welche ihm gegeniiberliegt, Hypotenuse c.

S
/\1\ /A\
b c

Hinsichtlich der Seiten sind speziell gleichseitige
mit drei gleichen Seiten, gleichschenklige mit zwei
gleichen Seiten und ungleichseitige, worin alle drei
Seiten unter sich ungleich sind.

Die beiden gleichen Seiten eines gleichschenkligen
Dreiecks werden Schenkel, die dritte Seite b Grund-
seite, Basts genannt. Zwei seiner Winkel liegen an
der Basis, der dritte an der Spitze.

Anmerkung 2.1. Ein rechtwinkliges Dreieck kann auch
gleichschenklig sein.

2-1
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Satz 2.2. Im gleichschenkligen Dreieck sind die Basiswinkel einander gleich. Sind in einem
Dreieck zwei Winkel gleich, so ist es gleichschenklig.

Anmerkung 2.3. Der Satz besagt, dass die Folgerung in beide Richtungen stimmt. Wenn
gleichschenklig, dann zwei gleich Winkel, und umgekehrt, zwei gleiche Winkel, dann gleich-
schenklig. Als anderes Beispiel: Wenn Quadrat, dann Rechteck, aber nichg allgemein: wenn
Rechteck, dann Quadrat.

2.1.2 Winkelbeziehungen

Wir habe weiter oben schon festgehalten, dass die Summe der Winkel in einem Dreieck 180
Grad, oder zwei rechte Winkel betragt.

Y Satz 2.4. Jeder Aussenwinkel eines Dreiecks
(8) ist gleich der Summe der beiden von ihm
getrennt liegenden Dreieckswinkel (& + ).

2.1.3 Thales- und Fasskreis

Wie aus dem Namen Thales zu schliessen ist, sind wir wieder bei den Griechen und ihrem
Wissen.

Satz 2.5. Thaleskreis Jeder Punkt P auf dem Halbkreisbogen iiber einer Strecke AB bildet mit
den Punkten A und B einen rechten Winkel ZAPB = 90°.

p Aus der Abbildung erkennt man, dass o + 3 fiir jeden
Punkt P 90 Grad betragt. Weil man zwei gleichschenk-
B liche Dreiecke ausmachen kann, sind die Basiswinkel

zweimal « und 3. Aufgrund des Aussenwinkelsatzes von
oben ist der gestreckte Winkel bei M 2 + 23 = 180.
Damit folgt o+ 3 =180:2 = 90.

Dieses Gesetz lasst sich verallgemeinern, sodass man

A M B

Konstrukte fiir beliebige Winkel, sogenannte Rand- oder Peripheriewinkel, bilden kann.
Diese Kreise nennt man Fasskreise.

2.6 Ubung Man bestimme die zwei Winkel {8

und 7y aus der Abbildung.

Der Winkel v ist ein Basiswinkel des gleich-
schenkligen Dreieicks AMCB. Somit betragt
ery= (180 —«)/2 =120.3/2 = 60.15°. 3 ist
auch Basiswinkel des anderen gleichschenkli-
gen Dreiecks AMAC. Zudem ist der Winkel

bei C ein rechter. Somit ist f = 90 —y =
29.85°. <
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2-3

An der Strecke AB im Punkt B wird der ge-
winschte Winkel « und seine Linie angetra-
gen. Dann schneidet man eine Senkrechte auf
dieser Linie in B mit der Mittelsenkrechten
von AB. Dies ist der Mittelpunkt des Fasskrei-
ses, der durch A und B geht. Der Fasskreis
enthdlt den sogenannten Zentriwinkel vy der
genau 2« entspricht. Auf der unteren Seite
befindet sich der Fasskreis fiir den Winkel f3.
Somit bildet die Sekante AB zwei Fasskreise
mit Peripheriewinkelsn « und 3 = 180 — «.
Im Falle von o« = 90 hat man zwei Thales-
kreise, die einen ganzen Kreis bilden.

2.8 Ubung Die Herleitung ist nicht schwierig.

2.7 Ubung Den Thaleskreis braucht man
héufig, um die Tangent an einen Kreis
k von einem Punkt P aus zu legen. Die
Tangente steht senkrecht auf dem Ra-
dius, der Verbindung zwischen Tangen-
tialpunkt T und Mittelpunkt M des
Kreises. Man halbiert die Strecke MP
und konstruiert den Halbkreis. Dieser
schneidet den Kreis in T. <

Der Fasskreis wird nicht {iber einer Zen-
tralen sonder eine beliebigen Sekante
geschlagen. Somit ist der Mittelpunkt
des Kreises auf einer Mittelsenkrechten
der Sekante und nicht auf dieser selber.

In der Abbildung findet man drei gleichschenklige Dreiecke, AAMB, AAMP und ABMP.
Die Basiswinkel von AAMB sind 90 — «, die von AAMP seien ¢ und von ABMP 9.
Gesucht wird ¢ + 9. Die Summe im Dreieck ist 180, also 180 = 2(90 — «) + 2¢ + 20 oder
90 = (90 — ) + (¢ +9) oder o« = ¢ + 9. Somit ist die Eingeschaft geklart. <

2.1.4 Die Satze von Pythagoras

Die Satze von Pythagoras stammen aus alterer Zeit und sind von den Griechen beschrieben

worden.

a b

a? a
b2 b

a b
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Wir machen zwei Zeichnungen, die wir vergleichen. Zuerst zeichnen wir das grosse Quadrat.
Jede Seite unterteilen wir durch einen Punkt, der im Uhrzeigersinn von der nachsten Ecke
entfernt ist Diese Strecke sein b und der Rest heisse a. Die so entstandenen Punkte verbinden
wir zum eingeschriebenen Quadrat, dessen Seiten c sein sollen. Sodann machen wir wieder
ein grosses Quadrat wie vorher und setzten unten rechts das Quadrat mit Seitenlange b
und oben links das Quadrat mit Seitenlange a. Wenn man vom ersten Quadrat die vier
Dreiecksflichen in Abzug bringt, also 2ab bleibt ¢? iibrig. Wenn man vom zweiten grossen
Quadrat die zwei Rechtecke abzihlt, also 2ab, so bleibt a? +b? iibrig. Diese zwei Restgrossen
sind gleich, also gilt ¢*> = a? + b2. Ein Dreieck mit den Seiten a, b und c ist rechtwinklig.

Satz 2.9. Satz des Pythagoras In einem rechtwinkligen Dreieck addieren sich die Quadrate der
Katheten zum Quadrat der Hypothenuse.

¢ =a’ +b2.

Anmerkung 2.10. Das schon den Babylonier bekannteste Zahlenbeispiel ist 52 = 42 4 32, somit
25=16+29.

2.11 Ubung In der Abbildung sind die Lénge der
Seiten a, b und c gesucht.

Wir wenden den Satz des Pythagoras auf das Dreieck
/MCH_, an. Die Liange CM, der Radius r, ist 12 =
30% +16% = 900+ 256 = 1156, woraus T = 34. Damit
folgt AH. = 34 — 16 = 18. Damit folgt b? = 302 +
182 =900 + 324 = 1224 und b = V1224 = 34.99.

c ist der doppelte Radius, also ¢ = 68. Damit folgt
fir a: a? = ¢2 — b? = 4624 — 1224 = 3400 und
a = 58.31. e
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Hohensatz

Satz 2.12. Hohensatz In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat der Hohe gleich dem
Rechteck aus den Abschnitten der Hypotenuse.

hzzp.q‘

Die Hohenlinie h ist das Lot von C auf die Hy- C

pothenuse c, das diese in die zwei Teile p und
q teilt. Mit diesem Lot wird das rechtwinklige
Dreieck in zwei weiter rechtwinklige Dreiecke
unterteilt. Fiir alle gilt der Satz des Pythago-
rals, z.B. h? = a?—q? und h? = b2—p?. Wenn
man diese zwei Gleichungen addiert, resultiert
2h? = a?—q?+b2—p?. Mit c? = a?+b? kann
man ersetzen und erhilt: 2h? = ¢2 —p? — q2.
Aus der Abbildung sehen wir, dass diese rech-
te Seite 2pq entspricht. Also folgt 2h? = 2pq

und damit h? = pq. QED

Kathetensatz

Der Kathetensatz ergibt sich auch aus Proportionalitaten. Das rechtwinklige Dreieck mit
den Seiten, nach Lange geordnet a, b und c weist den Winkel 3 auf. Das kleine Dreieck mit
den Seiten ¢, h und a ist zum grossen Dreieck dhnlich, hat dieselben Winkel.

Deshalb gilt die Proportion a:c =q: a und
daraus folgt a® =c - g. Analog mit dem dritten
Dreieck mit den Seiten h, p und b folgt b:c =
p:bundsob?=c-p.

Satz 2.13. Kathetensatz In einem rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat {iber einer Kathe-
te gleichgross wie das Rechteck, welches sich aus der Hypotenuse und dem anliegenden
Hypotenusenabschnitt ergibt.

azzq‘c und b2=p-c.

Projektionssatz

Satz 2.14. Projektionssatz F'iir zwei Seiten in einem beliebigen Dreieck sind diejenigen Rechtecke
flicheninhaltsgleich, die aus einer Seite und der senkrechten Projektion der anderen auf sie
gebildet werden.
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In der Abbildung ist die Konstruktion ersichtlich.
Im beliebigen Dreieck werden die Hohen einge-
tragen. Die an der gleichen Ecke anliegenden Ab-
schnitte werden mit der entsprechenden Seite mal
genommen und bilden die Vierecke. Diese sind fla-
chengleich. Da das Dreieck nicht rechtwinklig zu
sein braucht, handelt es sich hier um eine Verall-
gemeinerung des Hohensatztes. Mit den Bezeich-
nungen: b - CFg = a - CFa und so fort.

Verallgemeinerung Pythagoras

Der Satz des Pythagoras kann auf verschiedene Arten verallgemeinert werden. Zum einen
gilt er fiir ahnliche Figuren, deren eine Dimension proportional zu den Seitenlédngen ist.

Damit sind beispielsweise Halbkreise oder Vielecke gemeint, die durch Strecken und Stauchen
ineinander iibergefithrt werden konnen. Hier ist eine Schiffssilhouette gezeigt, die jeweils
proportional zum Quadrat der Seiten ist.

2.15 Ubung (Mondchen des Hyppokrates) Die Flache des Dreiecks Fa ist gleich der Flache
der zwei Mondchen. Mit dem Pythagoras fiir die Halbkreise gilt: F. = F, + F,. Zudem gilt
Fc = FA + Aq + Ayp, wobei die Flachen A, und Ay die zwei Kreissegmente bezeichnen.
Somit kann man schreiben: F. = FA + Aq + Ay = Fq +Fp oder FA = Fq —Aa+Fp, — Ay
Das ist die Aussage.
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2.16 Ubung (Sichel des Archimedes) In der Abbil-
dung sieht man das sogenannte Schustermesser,
auch Arbelos oder Sichel des Archimedes. Es
wird aus dem Schnitt von Halbkreisen erzeugt.
Es gilt: die rote Flache ist gleich der Flache des
blauen Kreises. Die Herleitung ist nicht schwer,

sie erfolgt liber die mehrfache Verwendung des
Satzes des Pythagoras mit den Halbkreisen liber den Dreiecksseiten. <

Eine andere Verallgemeinerung des Satzes des Pythagoras ist der Satz von Ibn Qurra. Wir
geben ihn wieder ohne Beweis.

Wir betrachten das spitze Dreieck AABC. Dar-
in werden die ahnlichen, hier gleiche Winkel,
Dreiecke AAPC und ABCQ eingetragen. Nun
wird behauptet, dass die Summe der Qua-
dratflichen iiber den Katheten der Flache
c(AP + QB) gleich ist. Wenn wir uns vorstel-
len, dass wir die Punkte P und Q aufeinander B
zuschieben, dann muss C in die Hohe gehen, A P Q B
damit die Dreiecke ahnlich bleiben. Wenn P
und Q zusammenfallen, dann ist das Dreieck

rechtwinklig und es gilt der bisherige Pytha-
goras. Zur Herleitung dieses Satzes benotigt
man ein andere Verallgemeinerung des Pytha-
goras, den Kosinussatz, den wir spater noch

kennenlernen werden.

2.1.5 Transversale des Dreiecks

Transversalen im Dreieck, also spezielle Geraden im Dreieck, bilden die folgenden vier
ausgezeichneten Punkten:

(1) den Héhenschnittpunkt H als Schnittpunkt der Hohen,

(2) den Umkreismittelpunkt U, Schnittpunkt der Mittelsenkrechten,

(3) den Schwerpunkt S als Schnittpunkt der Seitenhalbierenden oder Schwerlinien und
(4) den Inkreismittelpunkt I als Schnittpunkt der Winkelhalbierenden.

Wir werden sehen, dass man in einem Dreieck einen Kreis einpassen kann, der alle drei
Seiten beriihrt. Einfacher einsichtig ist der Fall des Kreises, der durch die drei Ecken des
Dreiecks geht. Denn ein Kreis ist durch genau drei Punkte festgelegt.
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Hohenlinie

Die Hohenlinie ist der kiirzeste Abstand von einem
Dreieckspunkt zu seiner gegeniiberliegenden Seite.
Deshalb ist die Hohenlinie senkrecht (lotrecht) zur
Seite. Die Drei Hohenlinien schneiden sich in einem
Punkt H. Bei einem iiberstumpfen Dreieck liegt der
Hohenpunkt ausserhalb der Dreiecksflache.

Mittelsenkrechte

Fallt man die Lote in den Seitenmittelpunk-
te der Dreiecksseiten, so schneiden sich diese
in einem Punkt, dem Mittelpunkt oder Um-
kreismittelpunkt U. Da ein Kreis durch drei
Punkte festgelegt ist, gibt es genau einen Kreis
durch die drei Ecken eines Dreiecks. Es folgt,
dass U von allen Ecken denselben Abstand,
Radius p, aufweist. Es gilt also

UA =UB = UC = p.

Die Schwerelinien (oder Seitenahabierenden) ver-
binden eine Ecke mit dem Mittelpunkt der ge-
geniiberliegenden Seite. Die drei Schwerelinien
des Dreiecks schneiden sich in einem Punkt, dem
Schwerpunkt S.

Gemass 1. Strahlensatz (siehe Seite 1-8) gilt:

AC: M M. =2:1

und mit dem 2. Strahlensatz dann:

AS:SMo=CS:SM,=2:1
und durch Vertauschen von ¢ mit b auch BS: SMy =2: 1.

Satz 2.17. Der Schwerpunkt S teilt die Seitenhalbierenden s im Verhaltnis 2 : 1.



2.1. Dreieck 2-9

Winkelhalbierende

Die Winkelhalbierende ist der Ort aller Punkte, die
von den entsprechenden Seiten dieselben Abstdnde
haben. Diese kann man sich als Radien eingeschlos-
sener Kreise vorstellen. Der Schnittpunkt zweier
Winkelhalbierender hat von allen drei Seiten den-
selben Abstand. Somit miissen sich die drei Winkel-
halbierenden in einem Punkt schneiden. Die Seiten

sind die Tangenten an den Inkreis.

Euler'sche Gerade

Es gibt einen Zusammenhang zwischen den Schnittpunkten der Transversalen.

Satz 2.18. Euler-Gerade In einem Dreieck liegen der Schwerpunkt S, der Hohenschnittpunkt H
und der Umkreismittelpunkt U auf einer gemeinsamen Geraden, der Euler-Geraden.

In der Abbildung erkennt man, dass der In- C
kreismittelpunkt nicht auf der Euler-Geraden
liegt. Speziell beim gleichschenkligen Dreieck
ist auch I auf der Euler-Geraden. Bei einem
gleichseitigen Dreieck fallen die Punkte S, U,
I und H in einem zusammen.

Mit dem Strahlensatz und der Tatsache, dass
die Seitenhalbierende in S im Verhéltnis 2 : 1
geteilt wird, folgt, dass HS: SU =2:1.

Die Ankreise

Definition 5. Die Ankreise sind die Kreise, die jeweils von einer Dreiecksseite von aussen
und von den Verlangerungen der beiden anderen Seiten tangential beriihrt werden. Jedes
beliebige Dreieck besitzt drei Ankreise.

Die Mittelpunkte der Ankreise sind die Schnittpunkte der Aussen- und der Innenwinkelhal-
bierenden.
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Wir bezeichnen den halben Umfang des Dreiecks mit s = (a+b +c¢)/2.

Aus der Abbildung erkennen wir, dass die jeweiligen Abschnitte gleich sind, also z.B.
BQA =BSA oder CP4 = CQA etc. Aber auch z.B. AP4 = AS5 oder BSg = BPg. Sodann
ist z.B. ASA + APAo = CSc + CPc = 2s.Daraus kann man folgern, dass APo = ASA =
BSB = BPB = CSC = CPC = S.

2.1.6 Drei weitere Satze**
Transversalensatz

Satz 2.19 (Satz des Menelaos). Schneidet eine Gerade die Seiten eines Dreiecks oder deren
Verlangerungen, so sind die Produkte aus den Langen von je drei nicht aneinanderstossenden
Abschnitten der Seiten gleich, d.h., es gilt:

AZ; BX OV

AZ]' o BX)' - CY)' = AY]' o BZ)' o CX)' = =
BZ; CX; AY,

Der Beweis dieses Satzes gelingt mit dem Strahlensatz ziem-
) lich einfach. Dazu fallt man die Lote von den drei Punkten
Y auf die Gerade. Diese Lotabschnitte sind zu betrachten.

\§

Z
A N2

Satz von Ceva

Vorbemerkt sei der Ausdruck Ecktransversale im Dreieck als die Verbindungsstrecke einer
Dreiecksecke mit einem Punkt auf der gegeniiber liegenden Dreiecksseite.

Satz 2.20 (Satz von Ceva). Genau dann, wenn sich drei nicht parallele Ecktransversale im
Dreieck in einem Punkt schneiden, ist das Produkt der durch die Schnittpunkte mit den
Seiten erzeugten Streckenverhaltnisse gleich 1. Formal

AF-BD - CE = AE-BF-CD

Anmerkung 2.21. Mit den Worten “genau dann” ist gemeint, dass auch die umgekehrte
Beziehung gilt. Wenn das Verhaltnis stimmt, dann liegen die Punkte auf eine Geraden

A Der Beweis erfolgt iiber die Lote auf
die Transversalen. Beispielsweise fal-
len wir die Lote auf die Gerade durch
E A und D. Sie haben die Langen p
und q. Der Strahlensetz besagt p :
B q =BD : DC. Es sind zudem p und
q die Hohen der Dreiecke AAPB und
AAPC mit der Basis AP. Somit folgt

@}
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das Verhéltnis p: q = BD : DC = Fapp : Fapc. Analog gilt AE: EC = Fgpa : Fgpc und
FA : BF =Fcpa : Fcpg. Nun multiplizieren wir die drei Verhaltnisse

BD ECFA  Faps Fgprc Fcpa

btV —1
DCAEBF  Fapc Fera Fcps

Damit folgt dann wiederum
BD-EC-FA =DC-AE - BF.

Damit ist der Beweis erbracht.

Satz von Pappos

Satz 2.22. Gegeben sind zwei Geraden, auf denen die Punkte Py, P, P3 bzw. Qq, Q2 und

Q3 liegen. Dann liegen die drei Schnittpunkte von P1Q, mit P2Q1, P1Q3 mit P3Qq, P2Q3
mit P3Q, auf einer Geraden.

Prazise muss es heissen, dass keiner der sechs Punkte der
Schnittpunkt von g und h sein darf.
Der Beweis dieses Satzes ist aufwendig; er setzt die fiinf-
malige Anwendung des Satzes von Menelaos voraus, aus
deren Verhéltnisse sich die sogenannte Kollinearitat, das
Liegen auf derselben Gerade, ergibt.

2.2 Viereck

Ein Viereck, auch Tetragon oder Quadrilateral,
ist Vieleck mit vier Ecken und vier Seiten. Es
besitzt zwei Diagonalen, die innerhalb, auf dem
Rand oder gar ausserhalb der Figur liegen. Liegt
eine ausserhalb, so spricht man von einem kon-
vezen Viereck. Im dritten Fall nennt man es ein
uberschlagenes Viereck.
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Rechteck Quadrat
Parallelo-

Rhombus
gramm
'—I‘rapez DraChen—

viereck
Tangenten-

. Sehnen-
viereck
viereck
ben.

In der folgenden Abbildung sehen wir
die haufigsten Formen der Vierecke,
die auch einen eigenen Namen tragen.
Die Vierecke kann man auf vielfalti-
ge Weise charakterisieren. (1) Anhand
der Symmetrie, genauer Punktsymme-
trie und Achsensymmetrie. (2) Oder
der Richtung der Seiten, namlich par-
allel oder nicht. (3) Schnittwinkel der
Diagonalen, rechtwinklig oder nicht.

Bei den Tangenten- und Sehnenvier-
ecken besteht ein Bezug zum Kreis.
Im ersten Fall ist dem Viereck ein
Kreis einbeschrieben, im zweiten Fall
ist dem Viereck ein Kreis umschrie-

Wie man leicht erkennt, kann man das Viereck (und auch das Vieleck) in Dreiecke zerlegen,
indem man ein Diagonale auswahlt. Aus dem Viereck entstehen zwei Dreiecke.

2.3 Vieleck, Polygon

2.3.1 Polygonzug

Definition 6. Ein Polygonzug oder Streckenzug ist die Vereinigung der Verbindungsstrecken
einer Folge von Punkten.

In der folgenden Abbildung sieht man drei Polygonziige, die offen, geschlossen und tber-

schlagen sind. Beim letzten kreuzen sich also zwei Strecken.

Q
G E j L
I 2
O 0
F
B
R
A

Definition 7.

Ein Vieleck oder Polygon ist eine ebene geometrische Figur, die durch einen

geschlossenen Polygonzug gebildet wird.

Anmerkung 2.1. Polygone werden typischerweise nach der Zahl der Ecken benannt, also
Fiinfeck, Sechseck, n-Eck.

Definition 8.

Hat ein Polygon sowohl gleiche Seiten als auch gleiche Innenwinkel, dann wird

es als regelmadssiges Polygon oder requldres Polygon bezeichnet.
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2.3.2  Winkelsummen

Satz 2.2. In einem nicht iiberschlagenen, ebenen n-Eck ist die Summe der Innenwinkel
(n—2)-180°.

Wir kontrollieren diese Aussage am Dreieck. Die Summe sollte also (3 —2)-180° = 180° sein.
Das stimmt. Ebenso fiir das Viereck, (n—2)-180° = 360°. An der Abbildung plausibilisieren
wir den Satz.

Es gibt zwei Arten, diesesn Sachverhalt darzustellen. Erstens stellen wir uns einen Punkt im
n-Eck vor, der mit den n Ecken dann n Dreiecke bildet. Im Dreieick ist die Winkelsumme
bekanntlich 180°. Somit ergibt sich die Summe n - 180. Davon miissen wir allerdings die
360° um den Punkt im Innern in Abzug bringen, also s = n - 180 — 360. Anderseits zeichnen
wir von einem Eckpunkt aus Strecken zu den anderen n — 2 Punkten. Die unmittelbaren
zwei Nachbaren fallen aus. Somit ist also s = (n — 2) - 180.

Die Aussenwinkelsumme, Summe der violetten Winkel in der Abbildung, ist einfach 360°.

Satz 2.3. In einem nicht iiberschlagenen, ebenen n-Eck ist die Summe der Aussenwinkel 360°.

2.3.3 Regelmassige Vielecke

Bekannt sind uns schon das gleichseitige Dreieck und das Quadrat. Das sind regelmassige
Vielecke mit drei, respektive vier Ecken.

Definition 9. Ein regelmassiges Vieleck, ist ein ebenes Vieleck, das sowohl gleichseitig ist als

auch gleiche Innenwinkel aufweist.

2.4 Kongruenz

Definition 10. Zwei Figuren sind kongruent wenn sie zur Deckung gebracht, vollstdndig in
eine zusammenfallen. Diejenigen Stiicke, die bei der Deckung aufeinander zu liegen kommen,
heissen homolog oder entsprechend.

Satz 2.1. Homologe Stiicke sind einander gleich.

Anmerkung 2.2. Die Deckung zweier kongruenter Figuren kann durch Umklappung, Parallel-
verschiebung und Drehung bewerkstelligt werden, und zwar kann eine dieser Bewegungen
ausreichen, oder es miissen zwei nacheinander ausgefiihrt werden.



2-14 KAPITEL 2. POLYGONE

2.4.1 Kongruenzssatze des Dreiecks

Satz 2.3. (1. Kongruenzsatz) Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in zwei Seiten und dem
von ihnen eingeschlossenen Winkel {ibereinstimmen (SWS).

Die Kernfrage lautet: Ist es moglich zwei Dreiecke AABC und AA’B’C’ iibereinander zu
legen und festzustellen, ob sie deckungsgleich sind. Das Ubereinander-Legen bedeutet ein
Abfolge von Operationen, die die Form der Figur nicht dndern, also Klappung, Schiebung
oder Drehung.

Fiir den ersten Kongruenzsatz ist es notwendig und hinreichend, wenn die drei Punkte
A’, B’ und C’ mit derselben Operation in A, B und C uberfithrt werden kénnen. Aus der
Abbildung ist erkennbar, dass eine Drehung um den gemeinsamen Drehpunkt O die zwei

Dreiecke ineinander tiberfiihrt.

In der Abbildung wird klar, dass z.B. WSS
nicht gelten kann, denn es sind zwei Dreiecke
moglich, die die entsprechenden Bedingungen
erfiille. Ist der Winkel eingeschlossen, ist nur
eine Konstruktion moglich.

Satz 2.4. (2. Kongruenzsatz) Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in einer Seite und zwei
Winkeln von der gleichen Lage libereinstimmen (WSW).

Satz 2.5. (3. Kongruenzsatz) Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in den drei Seiten

iibereinstimmen (SSS).

Satz 2.6. (4. Kongruenzsatz) Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in zwei Seiten und dem
Gegenwinkel der groReren Seite tibereinstimmen (SsW).
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C Wie man der Abbildung entnehmen kann, ist der

grossere Winkel zwingend, weil sonst zwei Moglich-

b a keiten gegeben waren, namlich die Dreiecke mit
den alternative Punkten A oder E.

2.4.2 Kongruenz Vieleck

Satz 2.7. Zwei Vielecke sind kongruent, wenn sie alle Seiten und Winkel in gleicher Abfolge
wechselseitig gleich haben.

2.4.3 Kongruenzabbildung, Bewegung

Zwei Figuren sind kongruent zueinander wenn sie so aufeinander plazieren kann, dass “es
genau passt”. Die Idee ist intuitiv klar. Man stellt sich eine Figur aus Karton vor, die man
beliebig auf der Zeichenebene umherschiebt und mit dem Stift umrandet. Nun kann man die
Figur aus der Ebene herausnehmen und umklappen. Dasselbe Resultat erzielt man, wenn
man einen Taschenspiegel an die Figur hinhalt. Fiir eine formal Definition der Kongruenz
beliebiger Figuren scharft man den Begriff mit einem anderen, ndmlich der Bewegung.

Definition 11. Eine Bewegung ist eine abstandserhaltende Abbildung zweier Figuren in der
Ebene.

Anmerkung 2.8. Abstanderhaltend meint, dass der Abstand zweier Punkte A und B gleich
dem Abstand der abgebildeten Punkte A’ und B’ ist. Man schreibt |AB| = |A’B’|. Da ein
Dreieck aus drei Punkten besteht, deren Abstande in der Abbildung gleich sind wie im
Urbild, ist das abgebildete Dreieck zum Urbild kongruent.

Abbildung

/m

Abbild, Bild
Urbild

Satz 2.9. Kongruenzabbildungen sind geraden-, langen- und winkeltreu.

Anmerkung 2.10. Geradentreu meint, dass eine Gerade im Urbild wieder eine Gerade im Abbild
wird; langentreu und winkeltreu, meinen analog, dass ein Winkel und eine Streckenlange bei
der Abbidlung erhalten bleiben. Abstandserhalten schliesst alle drei Kriterien ein.

Die elementaren Bewegungen sind:
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(1) die Parallelverschiebung (Translation),

(2) die Drehung (Rotation) um einen Punkt der Ebene und speziell
e die Punktspiegelung als Drehung um 180°

(3) die Achsenspiegelung und

e die Gleitspiegelung bestehend aus einer Achsenspiegelung gefolgt von einer Trans-
lation langs der Achse.

Translation und Rotation sind “eigentliche” Bewegungen und die Achsenspiegelung “unei-
gentlich”, weil sie als Bewegung der Klappung die Zeichenebene gedanklich verlasst.

Die Abbildungen zeigen die Verhédltnisse anhand einer Schablone, die man auf der Ebene
bewegt oder klappt.

Satz 2.11. Die Hintereinanderausfiihrung zweier Bewegungen ergibt wieder eine Bewegung.

Satz 2.12. Eine Kongruenzabbildung ist eindeutig durch ein nicht-kollineares Punktetripel
(A, B, C) und sein Bild (A’,B’,C’) festgelegt.

Anmerkung 2.13. Eine Abbildung eines Dreiecks geniigt; jeden weiteren Punktes P kann man
aufgrund der Geradentreue und Langentreue der Abbildung eindeutig zu konstruieren.

Translation, Parallelverschiebung

Definition 12. Die Parallelverschiebung oder Translation ist eine Bewegung, die jeden
Punkt der Zeichenebene in dieselbe Richtung um dieselbe Strecke verschiebt.

A/

Cl
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Jeder Punkt der Figur wird gleichartig verschoben. Man sieht, dass die Langen und die
Winkel gleich bleiben. Das ist mit abstandserhaltend in der Definition gemeint, d.h. beliebige
zwel Punkte und deren entsprechende Punkte behalten den Abstand bei.

Drehung, Rotation

Die Drehung erfolgt um ein Rotationszentrum Z mit einem bestimmen Winkel und Drehsinn.
Meist setzt man positive Winkel mit dem Gegenuhrzeigersinn gleich. Die Strecken vom
Zentrum zu den Eckpunkten stellen die Radien dar. Der Umlaufsinn des Dreiecks andert
sich nicht.

Definition 13. Eine Drehung um den Punkt Z mit dem Drehwinkel « ist eine Abbildung,
die jedem Punkt P einen Bildpunkt P’ zuordnet gemass:

(1) das Rotationszentrum Z bleibt fix (Z = Z),

(2) fiir alle anderen Punkte P: Winkel /PMP’ = o und Abstand [MP| = |[MP’|.

Punktspiegelung

Die Punktspiegelung am Punkt Z ist identisch mit einer Rotation der Figur um den Winkel
180°. Die Strecken von Eckpunkt zu Zentrum werden verlangert und dieselben Abstande
auf der anderen Seite abgetragen.

Definition 14. Die Punktspiegelung ist eine Abbildung, die durch einen Punkt Z (Spiegel-
punkt, Zentrum) gegeben ist, der jede Verbindungsstrecke PP’ zwischen dem Punkt P und
seinem Abbild P’ halbiert.
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Bei der Punktspiegelung bleibt einzig der Punkt Z von der Abbildung unverandert. Er ist ein
sogenannter Fizpunkt. Geraden durch den Punkt Z sind Fixgeraden, weil sie auf sich selber
abgebildet werden. Eine beliebige Gerade g wird auf eine parallele Gerade g’ abgebildet.
Dies kann man alles aus der Abbildung ersehen.

Achsen- oder Geradenspiegelung

Definition 15. Eine Achsenspiegelung oder Geradenspiegelung ist durch eine Spiegelachse
m gegeben. Sie ordnet jedem Punkt A einen Bildpunkt A’ zu, der dadurch bestimmt ist,
dass die Verbindungsstrecke AA’ von der Achse m rechtwinklig halbiert wird.

An einer Geraden m wird die Figur senkrecht gespiegelt, indem man

Wichtig 1. Die einmalige Achsenspiegelung dndert den Umlaufsinn der Figur. .

Gleit- oder Schubspiegelung

Die Gleitspiegelung ist eine zusammengesetzte Bewegung. Mit T, ,,,) einer Translation der
Lange v und paralle zu m und A,, einer Spiegelung an der Geraden m kannt man die

Verkettung schreiben als T(, 1) 0 Am.
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Aus der Abbildung kann man unschwer erahnen, dass auch die andere Reihenfolgt gilt, also
zuerst verschieben und dann spiegeln. Symbolisch

Tw,m) ©Am = Am o Ty m).

Reduktionssatz

Satz 2.14. Reduktionssatz Jede Bewegung lasst sich durch nicht mehr als drei Achsspiegelungen
darstellen.

Anmerkung 2.15. Es braucht drei Spiegelungen, wenn der Umlaufsinn von Urbild und Bild
unterschiedlich sind.

2.16 Ubung Das schwarze Dreieck ist mittels Translation ins blau iibergefiihrt worden. Nun
spiegeln wir das schwarze an der Mittelsenkrechten m; und erhalten das rote mit gedndertem
Umlaufsinn. Nun spiegeln wir das rote Dreieck an m, und erhalten wieder das blaue.

Das Beispiel zeigt, dass man die Translation durch zwei senkrechte Achsspiegelungen ersetzen
kann. <

Anmerkung 2.17. Der Abstand der Spiegelachsen ist die Halfte der Lange der Translation.
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2.18 Ubung Wir betrachten zwei Dreiecke, wobei das zweite aus dem ersten hervorgegangen
ist, indem es verschoben und geklappt wurde. Durch die Klappung hat die Bildfigur einen
anderen Drehsinn als das Urbild.

Wir verbinden zwei entsprechende Punkte, hier B und B’ und zeichnen die Mittelsenkrechte

daraus.
AN
AN
<
N
N cm
AN
N
N
miN ,
C ‘\ N // B " AIII
AN e
a 7/
b Q\
. N
. N
A c B N
N

Wir spiegeln die Figur und erhalten das Dreieck AA'B/C’.

A/
C/
N
N
N
N
‘\ C "
N
N
N
N
LLIZIAN ,
C \~ ,,’ B A
N %
a N2
. (\ '/‘\
/ .
I, N
/’ N
c B N

A S

Wir wiederholen die Prozedur, indem wir die Strecke C/C’” zeichnen und darauf die Mit-
telsenkrechte m,. Wir spiegeln die Figur, so dass C’ auf C"” zu liegen kommt. Nun ist
B/ — B// — B/// und C// — C///'
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Nun bringen wir auch A” mit A"’ zu Deckung, indem wir an der Mittelsenkrechten mj
spiegeln. Damit ist die Abbildung iiberdeckt. Zwei deckungsgleiche Dreiecke lassen sich
durch drei Spiegelungen ineinander iberfiithren. <
2.19 Ubung Wir betrachten zwei Dreiecke mit demselben Umlaufsinn. Da jede Spiegelung den
Drehsinn wechselt, braucht es eine gerade Anzahl Spiegelungen zwischen Urbild und Abbild.
Wir gehen vor wie bisher und bestimmen eine Mittelsenkrechte auf der Verbindungsstrecke

zweier entsprechender Punkte des Dreiecks.

B//

A Cc’
Al

Wir spiegeln das Urbild und erhalten das violette Dreieck, bei dem nun C und C” zusam-

menfallen.

Eine zweite Spiegelung an der Achse m, beendet die Ubung. Es reichen also zwei Achsspie-
gelungen aus, um zwei kongruente Dreiecke mit gleichem Drehsinn aufeinander abzubilden.
<

2.4.4 Ein paar Optimierungsaufgaben
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C Als erstes Beispiel betrachten wir ein Dreieck. Die Frage
lautet, wie sieht das Dreieck aus, das dieselbe Flache
wie das gezeigte hat, die Seite ¢ fest bleibt und den
kleinsten Umfang besitzt.

A Das Problem kann anders formuliert werden, wenn man

¢ B die Technik der Scherung erinnert. Bewegt sich der

Punkt C auf einer Parallelen zu cm dann bleibt die

Flache gleich, denn nur die Hohe ist massgebend. Wo muss C liegen, damit die Lange
AC + BC am kleinsten wird.

Wir zeichnen die Parallel g zu ¢ durch C. Nun spie-
geln wir den Punkt B an g und erhalten den Punkt
B’. B und B’ besitzen den gleichen Abstand zu C.
Somit bildet der Streckenzug ACB’ die Summe der
beiden Dreiecksseiten ab. Nun sieht man sofort, dass
die Strecke AB’ kiirzer ist als der Streckenzug, ja
sie ist die kiirzeste Verbindung iiberhaupt. Deshalb
ist der Schnittpunkt von AB’ mit g, also C* der
gesuchte Punkt. Wie man erkennt, ist das gesuchte

Dreieck ein gleichschenkliges.

Hinter dieser Betrachtung steckt der Satz von He- P

ron, der aus der Optik stammt. Danach nimmt das Q
Licht von einem Punkt P zu Q immer den kiirzesten

Weg, und iiber Spiegel folgt, dass der Einfallswinkel M

« eines einfallenden Lichtstrahls auf eine Oberflache T R T
genau so gross ist wie der Ausfallswinkel {3, oder \[(X
umgekehrt. . Qf
Wir betrachten ein zweites Beispiel. In einem spitzen

Dreieck befindet sich ein Punkt P. Er soll so gewédhlt werden, dass die Summe seiner Abstande
zu den Ecken moglichst klein ist. Das ist ein Minimierungsproblem.

Durch den Punkt P mit seinen Verbindungslinien zu den

Ecken entstehen drei Teildreiecke, wobei immer zwei Ver-

bindungslinien zu einem Teildreieck gehoren. Wenn wir

nun ein Teildreieck um 60° nach aussen drehen, dann ent-

steht ein gleichseitiges Dreieck AAPP’. Der Streckenzug

BPP/C’ besteht aus den drei Verbindungslinien AP, BP

und CP. Der Streckenzug ist linger als die Strecke BC’.

A B Wenn P auf dieser Linie lige, dann wire das Minimum

erreicht.
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C/

P/

60y

kiirzesten Verbindungslinie zu stehen.

Nun wenden wir dies Methode auf das Dreieck
APBC an und rotieren es um 60° im Uhrzeigersinn.
Wieder erhalten wir den Streckenzug mit der Lan-
ge der drei Verbindungsstrecken sowie die kiirzeste
Verbindung.

Die zwei kiirzesten Verbindungen schneiden sich im
Punkt Q. Das ist der gesuchte Punkt. Wir sehen,
dass die Verbindungslinie B’C ebenfalls durch den
Punkt Q geht.

Wenn wir nun wiederum das Dreieck AABQ nach
aussen rotieren, dann kommt das Abbild Q' auf der

Wir zeigen hier noch die Eigenschaften des sogenannte Doppelspiegels. Wir sehen in der linken

Abbildung, dass von A aus B gleich gesehen wird, unabhangig davon, ob der Winkelspiegel
sich um Z gedreht hat. In beiden Stellungen (blau und rot) sieht man von A den Punkt B”

gleich.
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S /
N, BZ

Aus dem Satz des Heron wissen wir, dass das der Lichtgang von A nach B der kiirzeste Weg
ist. In der rechten Abbildung sieht man die zwei moglichen Wege: einmal wird B nach unten
gespiegelt und das Abbild dann nach oben. Daraus folgt der hellblaue Weg. Dann B zuerst
nach oben gespiegelt und dann das Abbild nach unten am unteren Spiegel. Daraus folgt der
rote Weg. Der blaue Weg ist kiirzer. Denn der erste Reflexionspunkt oben liegt zusammen
mit dem Zentrum auf derselben Seiten von AB. Uberlege.

2.5 Symmetrien

Definition 16. Mit dem Begriff Symmetrie bezeichnet man die Eigenschaft, dass ein geome-
trische Figur durch Bewegungen (Spiegelungen) auf sich selbst abgebildet werden kann, also
unverandert erscheint.

Visuell erkennt man schnell die symmetri- !
i

sche Eigenschaft einer Figur. Beim stilisier-
ten Schneemann der Abbildung ist die lin- a
ke Figur symmetrisch und die rechte nicht.
Man nennt die fehlende Symmetrie dann

“asymmetrisch”. Symmetrische Figuren und

Objekte werden oft symmetrisch entworfen,

man denke an Bauwerke oder speziell an Or-

namente. Symmetrie wird als asthetisch an- .
genehm empfunden. Oft gibt es einen prak- !
tischen Nutzen der Symmetrie, weil man ein ~ achsensymmetrisch asymmetrisch
Objekt einfacher handhaben kann.

Man nennt die verschiedenen Arten von Symmetrie nach der Art von Kongruenzabbildung

(Bewegung) und unterscheidet:

e Achsensymmetrie oder axiale Symmetrie,



2.5. Symmetrien 2-25

o Punktsymmetrie oder zentrische Symmetrie und

e Rotationssymmetrie (auch Drehsymmetrie).

2.5.1 Axiale Symmetrie

Definition 17. Eine Figur heisst achsensymmetrisch, wenn sie durch die senkrechte Achsen-
spiegelung an ihrer Symmetrieachse auf sich selbst abgebildet wird.

Anmerkung 2.1. Vor und nach der Spiegelung bleibt die Figur als solche “gleich”.

2.5.2 Rotationssymmetrie

Definition 18. Eine ebene Figur ist rotationssymmetrisch, wenn sie einen zentralen Punkt
besitzt, und die Figur auf sich selbst abgebildet wird, wenn man sie um diesen Punkt dreht.

In der nachfolgenden Abbildung sieht man zwei rotations- oder drehsymmetrische Figuren.
Die sternformige Figur hat drei Drehsymmetrien, namlich die Rotationen um die Winkel
120°, 240° und 360°. Das Quadrat hat deren vier, ndmlich Vielfache von 90°. Wir halten
fest, dass Figuren sowohl rotationssymmetrisch als auch achsensymmetrisch sein konnen.
Das Quadrat hat vier Achsensymmetrien und vier Rotationssymmetrien.

Satz 2.2. Regelmaéssige n-Ecke (mit n > 2) haben n Achsensymmetrien und n Rotationssym-
metrien. Ist n gerade, dann ist das n-Eck auch punktsymmetrisch.
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2.5.3 Zentrische Symmetrie, Punktsymmetrie

Definition 19. Eine Figur heisst punktsymmetrisch, wenn sie bei einer Rotation um 180°
um ein Symmetriezentrum Z wieder in sich selbst iibergeht.

Das bekannteste Beispiel von punktsymmetri-
schen Figuren sind die Spielkarten. Durch diese

¢
¢ ¢

Eigenschaft sehen zwei Spieler, die sich gegen-
iibersitzen, dieselbe Figur. Einzig die Asse von
nicht punktsymmetrischen “Farben”, z.B. Herz,
Schaufel/Pik und Kreuz, bei franzosischen Kar-

ten sind nicht ganz punktsymmetrisch.

Der typische Vertreter einer punktsymmetri-
schen Figur ist das Parallelogramm mit dem
Diagonalenschnittpunkt als Zentrum. Es gibt
einige Gross-Buchstaben, die punktsymmetrisch
sind, etwa N, Z, S und O.

8

2.6 Ahnlichkeitsabbildung

Die Ahnlichkeit ist eine Verallgemeinerung der Kongruenz. Alle kongruenten Figuren sind
ahnlich, aber nicht alle dhnlichen Figuren sind kongruent.

Definition 20. Zwei Figuren sind genau dann zueinander dhnlich, wenn sie durch eine
Ahnlichkeitsabbildung ineinander iiberfiihrt werden kénnen.

2.6.1 Zentrische Streckung

Definition 21. Eine zentrische Streckung ist eine Abbildung mit einem ausgezeichneten
Punkt Z, dem Zentrum, die einem Punkt P # Z einen Punkt X’ so zuordnet, dass

(1) X’ auf der Gerade ZX liegt und

(2) der Abstand [X'Z| = k|XZ]| fiir eine feste Zahl k # 0 ist.
In der folgenden Abbildung sehen wir die zentrische Streckung mit k = 1.5, einer Ver-
grosserung der Figur nach rechts und die Streckung mit k = —0.5. Wegen des negativen

Vorzeichens wird die Figur nach riickwarts verlegt und wegen k < 1 verkleinert. Aufgrund
der Strahlensatze ist %‘ = 0.5 und % =1.5.
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2.1 Ubung Wir schreiben einem Halbkreisbogen

N v ein Rechteck ein, dessen Seiten im Verhaltnis
N - > { 2:1 zueinander stehen.
N e Wir platzieren ein Rechteck mit dem richtigen
s - 2 — 7 Seitenverhaltnis symmetrisch zum Mittelpunkt
1~ 7 Z und strecken es dann zentrisch, bis es den
NS

Kreisbogen beriihrt. Die zentrische Streckung
lasst das Seitenverhaltnis der Abbildung gleich.
<

Satz 2.2. Jede Ahnlichkeitsabbildung kann man als Verkettung einer Kongruenzabbildung
mit einer zentrischen Streckung darstellen.

Das heisst, es gibt eine geometrische Abbildung, die sich aus zentrischen Streckungen und
Kongruenzabbildungen (also Verschiebungen, Drehungen, Spiegelungen) zusammensetzen

lasst und die eine Figur auf die andere abbildet. Ahnlichkeit erweitert somit die Kongruenz
(Deckungsgleichheit) von Figuren um die Mdglichkeit der Streckung.

Kongruenzabbildung

C/

Zentrische

Streckung
B /

In der folgenden Abbildung sieht man Dreiecke, die in drei (und damit auch zwei) Winkeln
iibereinstimmen und &hnlich sind. Die entsprechenden Seiten vom Dreieck AABC und
AA1B1Cq sind alle mit derselben Proportionalitat gestreckt.
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Satz 2.3. Dreiecke sind dhnlich, wenn sie iibereinstimmen in
(1) dem Verhaltnis der Langen der drei Seiten,
(2) dem Verhaltnis der Langen zweier Seiten und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel,

(3) dem Verhéltnis der Langen zweier Seiten und dem der groReren dieser Seite gegeniiber-
liegenden Winkel,

(4) zwei gleichliegenden Winkeln.

2.6.2 Ein paar verkettete Abbildungen

Die Ahnlichkeitsabbildung ist die Kongruenzabbildung erweitert um die zentrale Streckung.
Deshalb ist eine der verketteten Abbildung hier eine Streckung. (Streckung beinhaltet immer
auch die Stauchung, je nach dem. ob der Streckungsfaktor k grosser oder kleiner als 1 ist.)

Drehstreckung

- —
A~ ~ <
-

Wie man aus der Figur ersehen kann, ist die Drehstreckung mit der Streckdrehung iden-
tisch. Dabei darf man allerdings nicht vernachlassigen, dass alle Punkte abgebildet werden.
Insbesondere geht D in D’ {iber &« = —@, der Drehsinn der Rotation wechselt.
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Klappstreckung

Wie der Name schon verrdt, wird hier eine Klappung, also Achsenspiegelung, mit einer
zentrischen Streckung kombiniert. Die zwei Abbildungen kann man in der Reihenfolge
vertauschen, wobei das Streckungszentrum Z ebenfalls mittransformiert werden muss.

2.7 Affine Abbildung

Wir betrachten eine nicht-gerade Achsenspiegelung, d.h. eine, bei der die Strahlen von Urbild
zu Abbild nicht senkrecht auf der Spiegelachse liegen. Man nennt diese Abbildung eine
Schragspiegelung. Damit ist diese Abbildung keine Kongruenzabbildung. Aber es gilt er-
staunlicherweise: Die Schragspieglungen sind geraden- und fldchentreue affine Abbildungen
und somit spezielle affine Abbildungen.

Es werden wiederum die entsprechenden Abstdande zur Achse iibertragen. Das Abbild
erscheint verzerrt. Wir betrachten den Punkt P und sein Abbild P’. Ersterer liegt auf der
Strecke c, letzterer auf c’. Nun teilen die beiden Punkte die entsprechenden Strecken im
gleichen Verhaltnis. Es gilt

x:y=x":y".
Als weiterer Spezialfall entpuppt sich die Scherung. Unter einer Scherung versteht man
eine affine Abbildungen der Ebene auf sich selbst, bei denen der Flacheninhalt erhalten
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bleibt. Bei einer Scherung bleibt eine Gerade der Ebene (die Fixpunktgerade oder Achse der
Scherung) fix, das heift, jeder Punkt dieser Geraden wird auf sich abgebildet.

N\
\B/
N
by
N\

Alle Punkte, die nicht auf Scherachse liegen, werden parallel zur Achse verschoben, dabei ist
die Lange des Verschiebungsvektors eines Punktes proportional zum Abstand dieses Punktes
von der Achse.

Eine allgemeine affine Abbildung erreicht man mit einer Parallelprojektion auf eine gedrehte
Ebene. Man stelle sich eine Schablone vor, die von weit her beschienen wird und ein Bild
auf eine untenliegende Ebene F wirft.

Wichtig 2. Bei der affinen Abbildung werden Kreise zu Ellipsen und Rechtecke zu Parallelo-
gramme. .
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Satz 2.1. Jede affine Abbildung ist:
(1) geradentreu,
(2) parallelentreu (Parallelen bleiben parallel) und

(3) teilverhltnistreu.

Zusammenfassen kann man folgende Tabelle zusammenstellen. Die Eigenschaften nennt man
Invarianten der Abbildung.

Kongruenzabbildung | Ahnlichkeitsabbildung Affine Abbildung

geradentreu geradentreu geradentreu
parallelentreu parallelentreu parallelentreu
teilverhaltnistreu teilverhaltnistreu teilverhaltnistreu
winkeltreu winkeltreu -
flachentreu - (flachentreu)
abstandstreu - -

Bewegungen +Streckung ‘ +Streckung+Scherung
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Aufgaben

0.2 An einer Mauer CD soll eine Kamera montiert werden, welche die Wand AB vollstindig erfasst.
Die Kamera hat einen Offnungswinkel von 75°. Bestimme die Stellen, die fiir die Kamera geeignet
sind.

C D
A B

2 Wir miissen einen Fasskreis iiber AB zeichnen, der den Peripheriewinkel von 75° aufweist. Die
Kamera darf nicht im Kreis liegen, denn dort ist der Winkel grésser als der Peripheriewinkel. Somit
sind die geeigneten Stellen die Strecken CF und GD.

0.3 Bestimme die Hohe von gleichseitigem und von gleichschenklig-rechwinkligem Dreieck.

ﬁ 60°

Mit dem Pythagoras folgt: h? = a? — (a/2)? = 3/4a? und

o

} 45°

somit h = Jav3 = ?a. (b) Mit dem Satz des
Pythagoras folgt h? + h? = a? und h? = a/2 womit h =

N2
Il
o

M
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0.4 Bestimme die Lange der Diagonale des Einheitswiirfels.

4 Sie Diagonale s ergibt sich aus dem Satz des Pythagoras als s> = 14+1 = 2 und s = /2. Dia Diagonale
d ergibt sich aus dem Satz des Pythagoras mit den Katheten s = /2 und 1, also d> =2+ 1 =3 und

damit d = /3.

0.5 Ist der Winkel « der Figur ein rechter?

5 Falls die Seitenlangen den Satz des Pythagoras erfiillen, ist der Winkel ein rechter. Die Seiten ¢ und

b sind gleich lang. Die Hypothenuse a ist a? = (2q)? + q? = 5q°. Die Seite c ist bei zweimaligem
Pythagoras ¢? = b? = q% + q* + (4)? = 2.25q°. Damit also ¢? + b? = 2-2.25q* = 5¢*. Somit ist
also a? = ¢? 4+ b? und « ein rechter Winkel.

0.6 Bestimme die Lange x. (Zeichnung nicht massstéblich.) Voraussetzung: Gleichungen 16sen kénnen.

D

12
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6 Wir berechnen mit dem Satz des Pythagoras die Lingen AC = b und CD = d. Es ist b? =
25 + 144 = 169 und somit b = 13. Analog d? = (5 + 11)? 4 122 = 256 + 144 = 400 und d = 20.
Es sei DE = y. Damit folgen mit Pythagoras die zwei Gleichungen: x? 4+ (20 —y)?> = 13 und
x? +1y? = 121. Subtrahiert man die zwei Gleichungen, folgt (202 —40y) = 132 —121 =169 —121 =48
oder 400 — 48 = 40y, woraus 10y = 100 — 12 = 88 und y = 8.8. Damit x? = 121 — 8.8%> = 43.56 und
X = 6.6.

0.7 Berechne die Lénge x und y. (Quadratische Gleichung!)
A B

D

7 Die vier Teildreiecke sind alle ahnlich, haben also dieselben Seitenverhaltnisse. Somit gilt z.B.
x:2 =2:(x+3). Daraus folgt x(x + 3) = 4 und quadratisch erginzt (x + 1.5)> — 2.25 = 4 und
(x + 1.5)% = 6.25. Damit x + 1.5 = £1/6.25 = +2.5, woraus x = 1 als einzige zuldssige Losung. Mit
dem Pythagoras folgt y? = 4% + 22 =20 und y = V20 ~ 4.472.

0.8 Ein Rechteck mit den Seiten a =5 und b = 2 soll zeichnerisch in ein Quadrat gleicher Flache
transformiert werden. Wie gross ist die Quadratseite rechnerisch?

8 Wir verwenden den Hohensatz als Alternative zum Kathetensatz.

/ ~ 3'2
e \
L7 \
\
e \
\
e \
\
- \
e \
e \
- \\
- 5
e N
-
- M \
- \
S |
!
)
2 /
)
7
/
;
,
3
-r

Mit dem Taschenrechner folgt v/2 -5 = v/10 ~ 3.162.

0.9 Konstruiere den Halbkreismittelpunkt und berechne die Lange AM, wenn die Seite des Quadrats
6 betragt.
D C
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9 Der Halbkreis ist der halbe Inkreis des halben Dreiecks AABC. Deshalb liegt der Mittelpunkt auf
der Winkelhalbierenden w, (rot). Das Dreieck AAMT ist ein gleichschenklig-rechtwinkliges. Die
Hypothenuse ist v/2r. Somit gilt 6 = v/2r 4+ r oder r = —&~ = 2.485.

1+v2
D f

0.10 Von einem Dreieck sind die Ecken A und B sowie der Hohenschnittpunkt H gegeben. Konstruiere
das Dreieck.

10 Die Hohenlinien stehen senkrecht auf den Seiten. Deshalb zeichnet man den Thaleskreis iiber c.
Den Kreis schneidet man mit dem Strahl von A durch H im Punkt M,. Die Seite a liegt auf dem
Strahl h von B durch M. Nun fillt man von H das Lot auf ¢ und schneidet dieses mit h in C. Damit
ist das Dreieck gefunden.

0.11 Konstruiere das Dreieck, von dem bekannt sind: o« = 55°, f = 35° und s, = 5cm. s. ist die
Schwerelinie oder Seitenhalbierende.
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11 Wir zeichnen ein beliebiges Dreieck mit den vorgegebenen Winkeln und strecken dann das Dreieck,
so dass s, dann die geforderte Lange aufweist.

0.12 Spiegle das Dreieck am Punkt Z mit einem Faktor k; =1 und k; =—1.5

12 Das Resultat sieht wie folgt aus, blau k = 1 und violett k = —1.5

I
[T
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0.13 Spiegle das Dreieck ABC so, dass die Seite ¢ auf die Gerade g zu liegen kommt.

13 Wir verldngern die Seite c, bis sie mit der Geraden g sich in M trifft. Dann zeichnen wir die zwei
Winkelhalbierenden h und 1 ein. Dies sind die zwei Spiegelachsen.

0.14 Eine Reiter mit Pferd mdéchte von A nach B gelangen, wobei er am Bach b das Tier trdnken
mochte. Welches ist der kiirzeste Weg, den er reiten kann? Beachte, dass h und f jeweils gleichlang
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sind.

14 Man kann das Problem umformen: Wo muss der Punkt E liegen, damit die Strecke am kiirzesten ist?
Da B (iiber E) und B’ von A gleich weite entfernt sind, kann man direkt die kiirzeste Strecke nach B’
suchen. Das ist die Gerade AB’. Da die Hypothenuse stets kleiner ist als die Summe der Katheten, siehe

Dreieck AAEB’, ist die Strecke iiber F gefunden.

0.15 Konstruiere ein Trapez (a || ¢) aus:
(a) den Seiten a =10, b =6,c=4undd =5und (b) ausa=7,b=4d,c =5und
ZADC =108°.

15 (a) Wir zeichnen die Seite a und tragen darauf die Seitenldnge ¢ ab und erhalten den Punkt Q.

Wir schneiden den Bogen der Lange d um Q mit dem Bogen um B der Lange b und erhalten den
Punkt C. Wir schneiden in D den Bogen um C der Linge ¢ mit demjenigen um A der Lange d.
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(b) Wir zeichnen die zwei Seiten ¢ und d im Winkel von 108°. Wir verldngern die Seite ¢ um die
Differenz a — ¢ = 2 und erhalten den Punkt B’. Wir zeichnen eine Parallele h zur Seite d durch B’.
In C schlagen wir den Bogen der Léange b und schneiden die Gerade h in B.

i7 hr
1 [
/ /
/ /
D f C 2 /B
14
¢ ! !
1 I}
108° / /
/ b /I
/
d 1 /
/ /
/ 1 ,
1/ / 7
k A a / [ B/ i

g/ II ———— —II\
/ /
1 !

0.16 Zeichne die Axialsymmetrien (die Achsen) ein.

16 Die Losung sieht wie folgt aus:

Es gibt 3, 4, 5 und 6 Symmetrieachsen.

0.17 Zeige, dass die zwei Dreiecke dhnlich sind.

N
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Das grossere Dreieck hat einen rechten Winkel aufgrund des Thaleskreises. Somit stimmen sie in
einem Winkel schon mal iiberein. Ein zweiter gleicher Winkel wiirde die Frage beantworten. Es
ist mit den Bezeichnungen der Zeichnung 90 = « + 3. Aufgrund der Gleichschenkligkeit folgt fiir
den Vollkreis um M: 360 = (180 — 2«) + (180 — 2y) + (180 — 26) oder o + vy + & = 90. Daraus
Y+6=90—a=90—(920—B) = B. Nun ist v + 0 ein Winkel im kleinen Dreieck. Somit stimmen
zwel Winkel iiberein und die Dreiecke sind ahnlich.



Kapitel 3

Krummlinige Figuren

3.1 Kireis

3.1.1 Begriff

Definition 22. Ein Krets ist die Menge aller Punkte einer Ebene, die einen konstanten
Abstand zu einem vorgegebenen Punkt dieser Ebene, dem Mittelpunkt, haben.

Definition 23. Der Abstand der Kreispunkte zum Mittelpunkt ist der Radius oder Halb-

messer des Kreises, er ist eine positive reelle Zahl.

()
P T

Zwei nicht identische Sekanten (“Schneidende”) s; und s, und damit drei Punkte (A, B, C),
legen mit dem Schnittpunkt ihrer Mittelsenkrechten m; und m; den Kreis eindeutig fest
(Abbildung rechts). Wenn man sich die Strecke AC nohc hinzudenkt, dann sieht man den

Kreis als Umkreis des Dreiecks.

3.1.2 Sadtz am Kreis
Wir wollen hier die drei wichtigsten Satze am Kreis diskutieren, die von Geraden erzeugt

werden.

Tangentenwinkelsatz

3-1
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A t Eine Sehne an einer Tangente bildet denselben Winkel als das
Dreieck aus Sehne und Zentralen iiber der Sehne. Der Winkel
bei A ist ein rechter, denn wir erkennen den Thaleskreis. Die
M Y, Winkel « und v addieren sich zu einem rechten, genauso wie
B v und (3. Deshalb ist o« = 3. 3 nennt man Peripheriewinkel.
Der gezeichnete Kreis ist der Fasskreis iiber der Sehne.

Sehnensatz

In der Abbildung sieht man zwei

sich schneidende Sekanten. Es
wird behauptet, dass a-b=c-d
oder a:c =b:d ist. Wir erken-

nen den Kreis als Fasskreis tiber A
den Sehnen, z.B. CB, so dass
gilt: ZCAB = ZCDB. Zudem h
gilt Z/ASC = /DSB. Somit sind
die Dreiecke AACS und ADSB
dhnlich, und deshalb sind deren Seiten proportional. Wenn sich die Sekanten senkrecht
schneiden, dann geht eine Sekante durch den Mittelpunkt (Zentrale) und die andere wird
halbiert. Diese Halbstrecken seien h. Dann folgt der Hohensatz zu h? = a - b.

C C

Satz 3.1. Sehnensatz Schneiden sich zwei Sehnen eines Kreises innerhalb der Kreislinie, so ist
das Produkt der Abschnittslangen vom Sehnenschnittpunkt bis zu den Schnittpunkten von
Kreis und Sehne auf beiden Sehnne gleich gross,

Sekantensatz

Wir betrachen zwei Sekanten eines Kreises, die sich
ausserhalb des Kreises schneiden. Wir erkennen so-
fort die Peripheriwinkel iiber der Sehne G157, die
gleich sind. Damit sind die Dreiecke APS;G; und
APG1S; dhnlich. Fiir die Seiten bedeutet dies, dass
die Verhaltnisse |PG>| : [PSq| = |PS2| : [PGq|. Das
ldsst sich als Produkte schreiben, z.B. |PS{|-|PS;| =
PG4l - [PG2].

Satz 3.2. Sekantensatz Schneiden sich zwei Sekanten eines Kreises ausserhalb der Kreislinie in P,
so ist das Produkt der Abschnittslangen vom Sekantenschnittpunkt bis zu den Schnittpunkten
von Kreis und Sekante auf beiden Sekanten gleich gross,

[PS1]-[PS2| =|PGq] - [PG,l.
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Sekanten-Tangenten-Satz

Wir betrachten einen Kreis mit Tangente t und
einer den Kreis in zwei Punkten schneidende Ge-
rade g. Mit dem Sehnentangentenwinkelsatz
(siehe Satz 77 auf Seite ??) wird einsichtig, dass
die Winkel Z/TS1S, und ZS¢TP gleich sind und
dass deshalb die Dreiecke APTS; und ZPTS,
dhnlich sind. Die entsprechenden Seite sind also

proportional. Damit folgt

Satz 3.3. Sekanten-Tangenten-Satz An einem Kreis betrachte man eine Sekante g mit den
Schnittpunkten S; und S,, und eine Tangente t ,mit Beriithrungspunkt T. Die Geraden g
und t schneiden sich in P. Dann gilt

IS1P| - |S2P| = [TP|?

Satz des Ptolemdus

Ein weiterer Lehrsatz mit dem Sehnenviereck. Es gibt einen
Zusammenhang zwischen den Diagonalen und den Seiten dieses
speziellen Vierecks. (Es gibt nicht zu jedem Viereck einen Kreis,
auf dem alle Ecken liegen.) Es gilt mit den Vierecksseiten a, b,
c und d sowie den Diagonalen e und f:

e-f=a-c+b-d.

Satz 3.4 (Satz des Ptolemdus). In einem Sehnenviereck ist das Produkt der Léngen der
Diagonalen gleich der Summe der Produkte der Langen gegeniiberliegender Seiten.

3.1.3 Tangente an zwei Kreisen

Die Bestimmung der Tangenten an zwei Kreise ist eine oft

benotigte Kenntnis. Fiir die Beriihrende am Kreis durch
g y einen Punkt ist der Thaleskreis die Gedachtnisstiitze. Die

Ausgangslage ist wie folgt in der Abbildung erkennbar.

Man kann sich leicht vorstellen, dass es zwei Tangenten-

paare gibt, ein dusseres und ein inneres, deren Tangenten
sich zwischen den beiden Kreise schneiden (ausser die Kreise schneiden sich). Somit sind
zwei Konstruktionen zu beachten.




3-4 KAPITEL 3. KRUMMLINIGE FIGUREN

Der besondere Kniff hier ist das Verwenden des kleineren der beide Kreise ma grossen Kreis,
um neu einen inneren h; und einen dusseren Hilfskreis h,, in der Abbildung violett, zu
konstruieren. Diese beiden Hilfskreise werden dann mit dem Thaleskreis iiber der Verbindung
der Mittelpunkte in P geschnitten. Der Strahl aus dem Mittelpunkt durch P schneidet
den Kreis im Punkt T,, dem Tangentialpunkt. Hat der kleine Kreis den Radius r und der
grosse R, dann besitzen die Hilfskreise die Radien R — r und R + r. Konstruktiv kann man
diese Erzeugen, indem man den kleinen Kreis auf einem Punkt des grossen als Mittelpunkt
errichtet.

3.1.4 Spiegelung am Kreis, Involution**

Wir beginnen mit einer Definition. Zwei Kreise wer-
den senkrecht oder orthogonal genannt, wenn ihre
Schnittpunkte auf dem Thaleskreis iiber der Verbin-
dung ihrer Mittelpunkte liegen. Wir werden diese
Setzung spater brauchen.

Abbildung 3.1

Die Ausgangslage zeigt einen Punkt im Kreis P und einen ausserhalb
des Kreises Q. Daran zeigen wir die Definition der Involution oder

Q Spiegelung am Kreis. Dabei ist der Kreis nicht als Spiegel zu
verstehen, fiir den das Reflexionsgesetz von Heron gilt.

Die Spiegelung erfolgt von innen nach aussen, indem
auf der Geraden durch diesen Punkt und dem Mittel-
punkt des Kreises ein Lot den Kreis in B schneidet.
Die Tangente an den Kreis durch B schneidet die
Gerade durch M und P im gespiegelten Punkt P’.
Von aussen wird der Punkt Q gespiegelt, indem auf
der Verbindung zwischen Q und M der Thaleskreis
gezogen wird, auf den Schnittpunkt mit dem Kreis
das Lot auf die Verbindungslinie gefallt wird und
somit den Schnittpunkt Q' bildet.

Wie man sieht, ist die Spiegelung von aussen und die Spiegelung von innen jeweils die
Umkehrabbildung. D.h. P ist das Abbild von P’ und umgekehrt.

Man beachte, dass aufgrund des Kathetensatzes gilt:

IMP| - [MP’| = 2.

Ein Mass dafiir, wie weit ausserhalb oder innerhalb eines Kreises sich ein Punkt P befindet,
ist die sogenannte Potenz eines Punktes mit TT(P) = |[PM|%? — 2.

Nun betrachten wir die Involution einer Geraden durch den Mittelpunkt des Spiegelungs-
kreises, einer Sekanten und eines Kreises.
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o=

Wir sehen sofort, dass die Gerade durch M auf sich selber abgebildet wird. Eine Sekante
oder Passante wird auf einen Kreis durch M abgebildet und umgekehrt. Und ein Kreis wird
auf einen Kreis abgebildet.

Wir kommen auf Abb. 3.1 zuriick. Hier spiegelt der Kreis ki den Kreis k, auf sich selbst
und analog spiegelt der Kreis k) den Kreis k; auf sich selbst.

Allgemein ist interessant, dass ein begrenzte Linie, Kreis oder Sekante, in eine unendliche
Gerade abgebildet werden kann. Eine begrenzte Linie hat eben auch unendliche viele Punkte.

3.2 Ellipse**

Definition 24. Eine FEllipse ist der geometrische Ort aller Punkte P der Ebene, fiir die
die Summe der Abstande zu zwei gegebenen Punkten F; und F, gleich einer gegebenen
Konstante ist.

Anmerkung 3.1. Wenn die zwei Punkte F; und F, zusammenfallen auf M, dann liest man:
Eine spezielle Kurve ist der geometrische Ort aller Punkte P der Ebene, fiir die die Abstande
zu einem gegebenen Punkten M gleich einer gegebenen Konstante ist. Diese Kurve ist der
Kreis. Somit ist der Kreis ein Spezialfall der Ellipse mit F; = F, = M.
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Wie haben schon gesagt, dass die Ellipse eine affine Ab-
bildung des Kreises ist. Deshalb kann man die Ellipse aus
den Kreise heraus konstruieren.

Der langste Durchmesser der Ellipse ist die grosse Haupt-
achse a, der kleinste Durchmesser die kleine Hauptachse b.
Wir zeichnen zweil konzentrische Kreise mit den Hauptach-
sen als Radien. Dann konstruiert man einen Strahl aus M,
. der beide Kreise schneidet. Durch den Schnittpunkt P/ mit
7 [ dem kleinen Kreis legt man eine Gerade, die parallel zu

grossen Hauptachse ist. Analog zeichnet man eine Gerade
durch P, die parallel zur kleinen Hauptachse ist. Der Schnittpunkt P liegt auf der Ellipse.

Die obige Konstrukti-
onsanweisung fiihrt man
mehrmals aus, bis man
geniigend Punkte bestim-
mt hat, um eine Ellip-
se zu zeichnen. Man be-
achte, dass die je zwei
Punkte der Kreise auf M P
der Ellipse liegen. Fy b _ F) :
Die affine Abbildung, die :
durch dieses Prozedere

ausgefiithrt wird, eignet
sich auch, um die Tan-
gente von eine Punkt

P an die Ellipse zu be- Ty

stimmen. Dazu zeich-
net man die Tangente
an den grosseren Kreis, indem man den Thaleskreis auf der Strecke von P zum Kreismit-
telpunkt errichtet und die Kreise schneidet. Daraus folgt der Punkt T;. Die Strecke MT;
schneidet beide Kreise. Diese Schnittpunkte kénnen nach Prozedur zum Punkt T fiihren.

In der Abbildung sieht
man die Begriffe der De-
finition der Ellipse: Die
Summe von [PFq[+|PF;| =
k ist konstant. Diese Kon-

stante ist 2a.
Die sogenannte Gdartner-
methode zur Darstellung

einer Ellipse geht von zweil

Pflocken aus, an die eine
Schnur, die langer ist als der Pflockabstand, befestigt wird. An der straffen Schnur wird
dann die elliptitsche Kurve gezeichnet. Erreicht man den Punkt Q, dann erkennt man, dass
die Lange der Schnur F1F; +2- QF, = 2e + 2(a — e) = 2a. Damit folgt mit dem Pythagoras
die Beziehung:

a? =b? +e%.
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Da wir gesagt haben, dass die Ellipse eindeutig durch a und b festgelegt ist, und diese
Beziehung gilt, folgt, dass auch e und eine Hauptachsenlange, entweder a oder b ebenfalls
die Ellipse festlegen.

Eine weiter Konstruktionsmethe-
de fusst auf den zwei sogenannten
Leitkreisen k. Man zeichnet einen
Kreis um F; mit dem Radius 2a.
Sodann schneidet man Strahlen
aus F; mit dem Leitkreis. Der
Schnittpunkt wird mit dem an-

deren Brennpunkt F, verbunden.
Auf der entsprechenden Strecke
wird die Mittelsenkrechte errichtet
und mit dem Strahl geschnitten.
Dieser Schnittpunkt Py liegt auf
der Ellipse. Wiederum wird die Eingeschaft verwendet, wonach der Abstand eines Punktes
auf der Ellipse die Summe der Abstande zu den Brennpunkten ist.

3.3 Parabel**

Definition 25. Eine Parabel ist der geometrische Ort aller Punkte P, deren Abstand [PF| = dr
zum Brennpunkt F gleich dem Abstand d; von P zur Leitlinie 1 ist.

Anmerkung 3.1. Man bezeichnet den Brennpunkt mit F, weil man auch Fokus sagt.

Die Parabel ist durch die zwei Punkte Scheitel S und
Brennpunkt F eindeutig festgelegt. Damit kann man
die Parabel konstruieren. Als erstes bestimmt man den
Punkt [, indem man vom Scheitel S die Distanz zu F in
die entgegengesetzte Richtung abtragt. S, F und L sind
— —  kollinear und es gilt SF = SL. Nun trigt man von L aus
die beliebige Distanz v ab und zeichnet eine Senkrechte.
Diese schneitet man mit dem Kreis um F mit Radius
v. Die zwei Schnittpunkte liegen auf der Parabel. Die
Parabel lasst sich durch wiederholtes anwenden dieser

Prozedur punktweise erzeugen. Man verwendet hier
die Brennpunkteigenschaft der Parabel.
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Zur Bestimmung der Tangente an die Parabel
in einem Punkt P gibt es mehrere Moglichkei-
ten, die alle sehr einfach zu konstruieren sind.
Die Ausgangslage ist wie in den folgenden Ab-
bildungen. Dier erste und einfachste Methode
bestimmt den Punkt T auf g. Der Strahl durch
T und P ist die Tangente. Als erstes fallt man
das Lot von P auf g und erhalt den Fusspunkt
H. Sodann schlidgt man die Distanz SH in die
Gegenrichtung um und erhalt T.

Die zweite Methode zeichnet eine Parallele zu g durch P. Sodann wird der Winkel ZQPF
geteilt. Die Winkelhalbierende ist die Tangente.

Q P~

C R ¢ W p—

Als drittes bestimmt man den Mittelpunkt der Strecke QF. Die Gerade durch diesen Mittel-
punkt und den Punkt P ist die Tangente.

3.4 Hyperbel**

Definition 26. Eine Hyperbel ist der geometrische Ort aller Punkte P, fiir die der Betrag der
Differenz ihrer Abstdnde von zwei Brennpunkten F; und F, den konstanten Wert 2a der
doppelte Hauptachsenldnge hat.

Wir konstruieren die Hyperbel von der affinen Abbildung ausgehend und nicht von der
Brennpunkteingeschaft. Gegeben sind die Achsenabstande a und b. Damit kann man zwei
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achsensymmetrische Geraden bestimmen, die als Asymptoten bekannt sind. Ausgehen von
einem Punkt auf der Hyperbel, hier beispielsweise dem Scheitelpunkt S, zeichnet man
Halbgeraden, welche die zwei Geraden f und g schneiden. Der Abstand von S zu g wird dann
beim zweiten Schnittpunkt auf f richtungs- und betragsmassig abgetragen. Somit entsteht
der Punkt F’ oder auch S’.

Wiederholtes anwenden dieser Prozedur
erzeugt eine Menge von Punkten, die
auf der Hyperbel zu liegen kommen. Es
ist nicht zwingend, S zu wahlen, denn
es gibt viele Hyperbeln, die nur durch
a und b festgelegt sind. Zur weiteren
Ubersicht sind die zwei Brennpunkte ein-
getragen, die vom Mittelpunkt M den
Abstand ¢ = va? + b2 aufweisen. Die
links gefundenen Punkte kann man an
einer senkrechten Achse durch M spie-
geln, denn die Hyperbelaste sind sym-
metrisch.
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Die Hyperbel ist durch die Brenn-
punkte F; und F, sowie den Schei-
telabstand a und somit S gegeben.
Die Tangenten findet man, indem
man in F; den Kreis mit Radius 2a
zeichnet und diesen mit dem Kreis
mit Zentrum P und dem Radius PF,
durch F, schneidet. Es entstehen die
zwei Schnittpunkte G; und G,. Die
Mittelsenkrechten auf den Strecken

F2G7 und F,G; sind die Tangenten.

3.5 Kegelschnitte

Die Brennpunkteigenschaft besagt, dass PF; —
PF; = 2a, oder in Worten: Die Differenz der
Abstande eines Hyperbelpunktes von den Brenn-
punkten ist konstant 2a. Der geometrische Ort
ist der Schnittpunkt von zwei Kreisen mit Mittel-
punkt F; und F, mit den Radien R;—R, = 2a. Es
muss noch R; > a+csein. Esseia = 1Tund b = 2.
Somit folgt fiir Ry ={4,5,6} dann R, ={2,3,4}.
Die Brennpunkte liegen d = 2¢ = 2v/1 + 4 aus-
einander.

Fiir die Konstruktion der Tangente an die Hyper-
bel aus einem Punkt P heraus gibt es mehrere
Moglichkeiten. Hier wollen wir nur der Vollstan-
digkeit halber eine Methode angeben, ohne tief
in die Griinde einzutauchen. Die Tangente wer-
den wir spater nochmals in der Analysis, genauer

Vektorgeometrien, nochmals antreffen.

Die vorgestellten Figuren Ellipse, Parabel und Hyperbel, wobei der Kreis eine spezielle
Ellipse ist, haben eine interessante Gemeinsamkeit. Sie werden durch ebene Schnitte des

Kegels erzeugt. Deshalb heissen sie auch Kegelschnitte.

Wie man aus der Abbildung gut erkennen
kann, hangt die resultierende Figur von
der Schnittebene ab. Senkrecht zur Kege-
lachse stehende Schnittebenen erzeugen

einen Kreis.
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Aufgaben

0.1 Bestimme die Winkel o und {3 rechnerisch. Zeichnung ist nicht massgetreu.

1 Zuerst ergdnzen wir die Basiswinkel der gleichschenkligen Dreiecke und die rechten Winkel der
Thaleskreise.

Aus dem kleinen rechtwinkligen Dreieck folgt der Zentriwinkel zu 90° — 32° = 58°. Der Komplemen-
tarwinkel ist dann 180 — 58 = 122°. Die Basiswinkel zu diesem Winkel des gleichschenkligen Dreiecks
ist « = (180 — 122)/2 = 29°. Der Winkel {3 ist 180° — v, wobei vy = 90 — o« = 90 — 29 = 61°. Somit
B=180—61=119°.

0.2 Bestimme den Winkel o.

2 Gemaiss Tangentenwinkelsatz ist der Zentriwinkel doppelt so gross wie der Tangentenwinkel, also
108°. Der Radius steht senkrecht auf t durch M. Der Supplementarwinkel ist 180 — 108 = 72°. Sein
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Komplementarwinkel ist o« =90 — 72 = 18°.

B
M
108°
72°
) AL x
C
A

0.3 Eine Kugel mit Radius 4 ist in ein kreisrundes Loch vom Durchmesser 6 gefallen. Wie tief sitzt die
Kugel?

3 Wir bestimme s mit dem Pythagoras zu s =4% —32 =16 —9 =5 und
s =+/5. Damit wird x =4 — s dann x = 4 — /5 ~ 1.764.

0.4 Verifiziere, dass x = 2/3r ist. Voraussetzung: binomische Formel. Dann konstruiere die Figur mit
den euklidischen Werkzeugen.

4 Das rechtwinklige Dreieck im Innern hat die Seitenldnge: r, v+ x und 2r — x. Der Pythagoras lautet:
(r+x)? =12+ (2r — x)2. Ausmultipliziert

242rx4x? = r2H4r2 —drx+x? & 2rx = 4r(r—x) & x = 2r—2x & 3x = 2r.



3.5. Kegelschnitte 3-13

Die Behauptung stimmt. Konstruktion gemass Figur:

Wir hingen links eine Strecke AC der Linge r an und teilen sie im Verhiltnis 2:3. Damit hat die
Strecke GM; die Léange r + 2/3r. Damit schlagen wir einen Kreisbogen, der die Symmetrieachse in K
schneidet. Dort schlagen wir einen Kreis mit dem Radius x = GA = 2/3r.

0.5 Bestimme die Winkel o.

110°

(a) (b)

5 (a) Der Supplementarwinkel zu den 108° ist 72°. Dieser Winkel ist der Zentriwinkel des Fasskreises
iiber der Sehne DF. Damit ist der Peripheriewinkel « der halbe Wert, also 72/2 = 36°.

(b) Der Supplementarwinkel zum gegebenen 110° ist 70°. Dieser Winkel ist ein Basiswinkel des
gleichschenkligen Dreiecks. Somit ist der Spitzenwinkel 180 — 2 - 70 = 40. Dieser Winkel ist ein
Stufenwinkel von «, weil die verbindende Gerade von parallelen Linien geschnitten wird. Somit ist
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3-14

o =40°.

70° o
- 110

M

0.6 Verifiziere mit dem Hohensatz, dass der Sekantensatz stimmt. Die zwei Quadrate miissen gleich

sein.
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6
Wir klappen jeweils die kiirzere Strecke PH und PG um und erhalten die Punkte G’ und H’. Nun
konstruieren wir den Thaleskreis iiber die Strecken und schneiden diese mit den Senkrechten auf dem
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Punkt P. Aus diesen zwei Hohen bilden wir die Quadrate, die nach dem Hohensatz gleiche Flache
habe wie die Rechtecke, die aus den Hypothenusenabschnitten gebildet werden. Wir sehen durch
Rotation der Ecke, dass die Hohen gleich sind und somit der Sekantensatz bestatig ist.

0.7 ** Konstruiere die Brennpunkte der Ellipse. Tipp: Es gilt b> — a? = ¢? mit den Hauptachsen
a<b.

7 Aufgrund des Tipps muss man den Satz des Pythagoras anwenden und einen Thaleskreis konstruieren,

um Rechtwinklichkeit zu erzielen. Uber der Halbachse b wir der Bogen gezogen und die Lange a mit
dem Halbkreis geschnitten. Von Z aus schldgt man den Bogen durch diesen Punkt und schneidet die
Achse b im Punkt B. Dies ist der Brennpunkt. Der zweite Brennpunkt B, liegt symmetrisch auf der
anderen Seite. Beachte: Nur zufillig ist a ~ e.

0.8 ** Wir suchen Scheitelpunkt und Leitlinie der Parabel, die durch den Brennpunkt F die Achse g
und eine Tangente t gegeben ist.

8 Als erstes spiegeln wir F an der Tangente t und erhalten F’. Nach Darstellung auf Seite 3-8 liegt F’
auf der Leitlinie 1, die wiederum senkrecht auf g steht. Eine Senkrechte auf 1 durch F/ schneidet die
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Tangente in P. Die Winkel o und {3 sind gleich, weil die Tangente die Winkelhalbierende ist. Der
Scheitel S liegt auf halber Strecke zwischen F und L.

Tl ——————— e

0.9 ** Konstruiere die Tangente an die Ellipse im Punkt P.

9 Die Tangente in P ist die Mittelsenkrechte auf der Strecke F,F}. Der Punkt F} ist die auf dem Strahl
von Fy durch P abgetragene Léange PF,.




Kapitel 4

Flachen

4.1 Begriffe

Die Hauptgegenstande der Elementargeometrie sind vier, namlich
e Punkt,
e Linie,
e Flache und
e Korper.

Vom Korper haben wir ein intuitives Verstandnis, weil wir alle einen Korper besitzen. Dieser
ist begrenzt durch eine Fldche, der Oberfliche, die wiederum aus einem oder mehreren
Flachenstiicken bestehen kann. Wenn wir an einen prismatischen Korper denken, so sind die
Flachenstiicke Vielecke. Denken wir an eine Kugel, dann ist die Oberfliche unbegrenzt, und
wir konnen nur von der Kugeloberflache reden.

Eine Linie ist eindimensional, eine Flache zwei- und ein Korper dreidimensional. Damit
einhergehend misst man die Lénge der Linie in Meter m (oder ein Bruchteil davon), den
Flicheninhalt in Quadratmeter m? und den Rauminhalt in Kubikmeter m3. Der Punkt ist
dimensionslos.

Eine etwas einfache Definition der Flache konnte wie folgt lauten.

Definition 27. Eine Fldche im anschaulichen Sinn ist eine zweidimensionale geometrische
Figur oder die Begrenzungsflache eines dreidimensionalen Korpers.

Anmerkung 4.1. Eine Flache muss nicht eben, sie kann auch gekriimmt sein.

Eine grosse Klasse von Flachen sind die Figuren, Vielecke oder von gekriimmten geschlossene
Linien umgeben, die in der Ebene liegen.

Definition 28. Der Umfang U einer Flache ist die Lange der sie begrenzenden Linie.

4.2 Rechtecke, Dreieck

Ausgangslage fiir die Flachenberechnung ist das Rechteck, von dem wir wissen, dass die
Flache aus der Multiplikation von den zwei senkrecht stehenden Seiten hervorgeht. Rechteck
heisst, dass es ein Viereck mit rechten Winkeln ist.

4-1
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Satz 4.1. Der Flacheninhalt eines Rechtecks mit den Seiten a und b ist

F=a-b

Satz 4.2. Der Umfang eines Rechtecks mit den Seiten a und b ist
U=2-a-b

Anmerkung 4.3. Dort, wo es nicht missverstdndlich ist, sprechen wir auch von Flache anstatt
Flacheninhalt.

Wir betrachten ein Rechteck mit den Seiten a und b. Wir zeichnen die Diagonale, welche
die Flache halbiert. Die halbe Flache entspricht dem Inhalt des rechtwinkligen Dreiecks.
Dieses Dreieck ersetzen wir durch zwei andere, welch zusammen die Lange der Grundseite
a = p + g und dieselbe Hohe b aufweisen. Diese zwei Dreiecke kann man sich als Halften der
Rechtecke mit den Seiten b und p oder q vorstellen. Diese zwei Rechtecke ergeben zusammen
das urspriingliche. Deshalb ist die Flache des Dreiecks wieder die Halfte der Flache des

Rechtecks. Formal

1 1
Sp+a)-b=s5a-b

1 1
F=3p-b+sq-b= 5

p q

Satz 4.4. Der Flacheninhalt eines Dreiecks mit Grundseite a und Hohe h auf a ist

1
Fzzah

Anmerkung 4.5. Diese Satz gilt fiir belzebige Dreiecke, also spitzwinklige, stumpfwinklige,
iberstumpfe, rechtwinklige.

Wir konnen uns die Dreiecksflache auch als Rechtecksfla-
che vorstellen. Nach der Formal fiir das Rechteck F=a-h

K| muss man fiir die Hohe die halbe Rechtecksseite einsetzen,
. . alsoF=a- % Dass diese Uberlegung stimmt, erkennt man
! h/2 ? an der Abbildung, wo die entsprechenden Dreiecksflachen
deutli :
P |—O q eutlich hervortreten
a
Wichtig 3. Die Dreiecksfliche kann man als Rechtecksfliche darstellen. =

Satz 4.6. Der Umfang eines Dreiecks mit den Seiten a, b und c ist

U=a+b+c
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421 Heron’sche Formel

Satz 4.7. Heron’sche Dreiecksformel Seien a, b und c die Seitenldngen eines Dreiecks so gilt:

F=/s(s—a)(s—b)(s—c)
wobei wobei s = %(a + b + ¢) der halbe Dreiecksumfang ist.
Die Herleitung der Formel geschieht mittels Satzes von

Pythagoras. Es gilt b2 = h? + d? und a? = h? + (c — d)?,
wie abgildet. Subtraktion ergibt a? —b% =c?—2-c-d, also

_ —a’4b?ic?
d=="5"
+ b2 +c?
2-c

_(2-b-c 2_ —a2 +b2 4 ¢c2\?
-\ 2-¢ 2.-c
(2-b-c+(—a?+b%2+c?)-(2-b-c—(—a? +b%2+c?))

4.c2
_((b+¢)?—a?) (a* = (b—c)?)
N 4.c2
_((b+c)+a)-((b+c)—a)-(a+(b—c))-(a—(b—c))
N 4.c2
_2-s:2-(s—a)-2-(s—c)-2-(s—Db)
N 4.c2
_4-s-(s—a)-(s—b)-(s—c)
= 2

Damit 5
h:E-\/s-(s—a)‘(s—b)-(s—c)

und die Flache

F:%h-c:\/s-(s—a)-(s—b)-(s—c)

Aus der Flachenformel lassen sich weitere Zusammenhéange finden, z.B. fiir den Inkreisradius

\/(s— a)(s—b)(s—c)
Ty = .

S

\/s(s—b)(s—c)
Pa=\—""T """

Ss—a

Ti:

oder einen Ankreisradius pq:

Damit folgt fiir die Dreiecksflache auch

F={/TiPaPopPc-

Wir stellen zusammen. Nicht alle Formeln sind hier hergeleitet worden. Dennoch zeigen wir
sie hier der Vollstandigkeit halber.
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Formel 4.8. Flacheninhalt Dreieck Das Dreieck besitzt die Seiten a, b und c.

F=Jhqa= Jhyb=Jhcc Héhe hy auf Seite k = a, b, ¢
F:\/s(s—a)(s—b)(s—c) Heron s = (a+b+c¢)/2
F=r1ys Inkreisradius T3
F=pa(s—a)=pp(s—Db) =pc(s—c) Ankreisradius py

F = 4be Umkreisradius R

4.3 Scherung und Streckung

4.3.1 Scherung

Die Scherung des Dreiecks ist eine Transformation der Fi-
gur in eine andere, deren Fldcheninhalt gleich ist. Da die
Flache des Dreiecks F = %ha -a = %hb -b = %hc - ¢, also
halbe Hohe mal Grundflache, bleibt die Flache gleich, sofern
die Grundflache und ihre entsprechende Hohe gleich bleibt. A ¢

Dies ist dann der Fall, wenn der auf einer Parallelen zur

Grundseite liegt, welche den Abstand h von dieser aufweist. In der Abbildung sieht man,
dass C zu C’ werden kann, ohne den Flacheninhalt zu verandern.

Al Die Scherung kann dazu verwendet werden, ein Vieleck,
wie in der Abbildung ein Fiinfeck, in ein flichenglei-
ches Dreieck zu verwandeln. Dazu werden zwei Punkte
“weggeschert”. Dazu zeichnet man Diagonalen, welch
Dreiecke bilden. Parallel zu diesen Diagonalen werden
die Punkte so verschoben, dass sie auf der Geraden
durch die andere Seite zu liegen kommen. In der Ab-
bildung werden die Punkte D und E eliminiert. Der

Umfang der urspriinglichen Figur bleibt nicht erhalten.

Wir untersuchen die Auswirkung einer zentri-
schen Streckung einer Figur zu seiner Abbildung.
Bei der Streckung gibt man einen Streckungs-
faktor k vor, der die Langen der Figur entspre-
chen vergrossert oder verkleinert. Die zentrische
Streckung ist eine Ahnlichkeitsabbilung, bei der
die Teilverhaltnisse von Strecken gleich bleiben.
In der Abbildung ist k = 2. Deshalb wir deine
Quadratseite von der Lange a auf eine solche
der Linge k - a = 2a abgebildet. Die Fliche des Abbilds ist somit F = (2a)? = 4a? und
somit k? = 4 mal grosser als das Urbild.

Satz 4.1. Wir eine Figur mit dem Faktor k zentrisch gestreckt (gestaucht), dann ist die Fldche
des Abbilds um den Faktor k? grésser (kleiner) als die Fliche des Urbildes.
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Anmerkung 4.2. Wiirde man einen Wiirfel in alle 3 Richtung strecken, so wére der Rauminhalt
um den Faktor k3 mal grosser.

4.3 Ubung Zwei dhnliche Figuren besitzen entsprechende Seiten der Liange 3 und 21. Wieviel
mal grosser ist die Flache der zweiten Figur? Die Seite ist 7 mal langer. Somit ist die Flache
7% =49 mal grosser. <

4.4 \Vier- und Vielecke

4.4.1 Parallelogramm

WWir bestimmen die Flache aufgrund der sogenannten Zerlegungs-
gleichheit, wonach zwei Vielecke flachengleich sind, wenn sie in die
gleichen Teilvielecke aufgeteilt werden konnen. In der Abbildung
sieht man, wie das Lot gefdllt wird und ein Dreieck entsteht, das
auch Teil eines Rechtecks ist. Die Flache des Rechtecks ist mit
F = a - h bekannt.

In diesem zweiten Beispiel ver-
1 1 sagt die Methode und die Auf-
teilung erfolgt in wiederkehren-

3 3 dem Zickzack. Dass dies auch so
stets moglich ist, scheint nicht

AB 5 4 ganz selbstverstandlich zu sein.
T Es funktioniert dank des archi-

medischen Axioms, das wir nicht weiter diskutieren.

4.4.2 Trapez

Wir stiitzen uns wiederum auf die Zerlegungsgleichheit. Zwi-
schen den Punkte P und Q sowie R und S errichten wir die
Mittelsenkrechte und fiigen die dusseren iiberlappenden Drei-
ecke ein. Das Rechteck erlangt somit die Breite vom Mittelwert
der Langen der beiden parallelen Seiten, also m = %b. Die
Hohe bleibt unverandert. Somit folgt die Trapezflache als:

a+b a

F=h-———.
e

Die Strecke mit der Lange m = (a + b)/2 nennt man Mittel-
parallele.

4.4.3 Drachenviereck

Das Drachenviereck nennt sich auch einfach Drache oder Deltoid.
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Ein Drachen ist zwar nicht durch seine zwei Diagonalen
eindeutig bestimmt, aber daraus lasst sich die Flache
berechnen. Betrachten wir die Abbildung, dann sehen f
wir ohne Miihe, dass der Drachen genau die Halfte der
Rechtecksfache ausmacht. In jedem Quadraten ist das

Rechteck in zwei Dreiecke halbiert. Die Flache folgt aus
den Diagonalen e und f sogleich als

1
ine'f.

Man kann natiirlich auch iiber das Dreieck argumentieren.

4.4.4 Tangentenviereck

Auch wenn diese Bestimmung nicht sehr wichtig ist, dient sie zur
Ubung. Wir erkennen die vier Dreiecke, die durch die Seiten und die
Verbindungslinien der Ecken zum Kreismittelpunkt gebildet werden.
Jedes Dreieck hat die halbe Flache von Radius r mal Seitenlange. Also

1
inr(a'f‘b_’_(:‘f‘d).

Eine schone Formel.

445 Regelmadssiges Sechseck

Die Flache des regelmassigen Sechsecks zu bestimmen, ist eine
leichte Ubung. Es gilt schon mal, dass man die Fliche von sechs
gleichseitigen Dreiecken summieren muss. Ein Dreieck hat die
Flache A =h-a/2. Somit folgt F = 3- a-h. Die Hohe h ergibt sich
mit dem Pythagoras zu h = \/a? — a2/4 = $1/3. Somit gilt a

Die Flache des regelmassigen Fiinfecks aus der Seite wird uns spater noch beschaftigen.
**Vorgriff: Es wird sich zeigen, dass fiir regelmassige Vielecke die Fliche mit sogenannten
trigonometrischen Funktionen allgemein formuliert werden kann. Es ist namlich fiir das

n-Eck die Flache F = W@éo/n). Die Funktion tan() ist der Tangens.

4.4.6 Beliebiges Vieleck

Polyeder oder Vielecke sind durch einen geschlossenen Strecken-
zug dargestellt. Ein n-Eck kann aus einem Punkt in n — 2
Dreiecke zerlegt werden. Die Flache der einzelnen Dreiecke kann
bestimmt und zur Gesamtflache addiert werden.
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4.5 Gekriimmte Figuren

451 Kreiszahl

Definition 29. Die Kreiszahl 7 ist eine mathematische Konstante, die das Verhaltnis des
Umfangs U eines Kreises zu seinem Durchmesser D angibt,

u
= — ~ 3.141593.
=35 3.141593

Anmerkung 4.1. Schon von Alters her ist dieses Verhaltnis als sehr speziell aufgefallen. Im
Alten Testament wir ein Wasserbecken erwahnt, das 10 Ellen im Durchmesser und 30 Ellen
im Umfang misst (1 Kon 7,23). Daraus leitet sich dann ein Verhdltnis von 3 ab. In der
griechischen Ubersetzung stand dann 33/10. Die Babylonier rechneten mit 3% und die
Agypter mit (16/9)% ~ 3.16. Praktisch ist der Bruch % ~ 3.143 haufig geniigend. Heute
kennt man die Zahl 7t auf 50 Billionen Stellen.

452 Kreis

Die Bestimmung der Kreisflache kann man nach einer Idee von Niklaus von Kues erreichen.
Wir stellen ein Viereck her, das im Einheitskreis eingezeichnet ist. Vom Mittelpunkt aus
zeichnen wir die vier Dreiecke, die das Quadrat ausmachen. Nun rollen wir die Dreiecke
ab. Mittels Scherung kénnen wir die vier Dreiecke zu einem einzigen zusammenfiigen. Die
Flache dieses Dreiecks ist, wie immer, Grundflache mal Hohe halbiert, also F4 =4 - s4 - h4%.

S4 S4 S4

Nun erzeugen wir aus dem Quadrat ein regelmassiges Achteck, indem wir zwischen zwei
Ecken des Quadrats je einen weiteren Punkt einfiigen. Wiederum rollen wir die acht Dreiecke
ab und erzeugen ein einziges mit der Flache Fg = 8 - sg - hg%.

S8

Nun stelle wir uns vor, dass wir wiederum so verfahren, also ein 16-Eck kontruieren, sodann
ein 32-Eck usw. Schon jetzt erkennen wir, dass sich die abgerollte Strecke immer mehr
dem Umfang des Kreises und die Hohe sich dem Radius des Einheitskreises anndhert. Die

Kreisflache ist wird somit zu Umfang mal Radius halbe, Fxreis = U - r% =27r- r% = 7r2.
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u =2nr

** Wir kdnnen das noch ein wenig starker begriinden, wenn
wir die Umfange der Vielecke betrachten. Beim Viereck ist
die Seitenlinge mit dem Pythagoras s4 = /1 + 1 = V2. Es
folgt

2
s8=\/(1—52“)2+(32“)2=m2\/z—7

Ebenso gilt fiir sg

S16 =

S8 15 S8 2 S8
(1—hs)2 + ()2 —\/(1— 1—(2)2) + (22

:\/] 2 )2 ]_(873)2_'_(373)2

\/m

Mit grosser Geduld kénnte man weiter zeigen, dass gilt

532:\/\/2+\/2+\f2 und  sgs = 2\/2+\/2+\/2+\f2

Mit dem Computer machen wir eine Tabelle wie folgt

4 1.414214 5.656854 2.828427

8 0.765367 6.122935 3.061468
16 0.390181 6.242890 3.121445
32 0.196034 6.273097 3.136549
64 0.098135 6.280662 3.140331
128 0.049082 6.282555  3.141277

Aus der Tabelle entnehmen wir, dass ersten s,, mit wachsendem n immer kleiner wird, der
Umfang immer grosser und sich als halber Umfang der Kreiszahl 7t von unten annahert.
Fiir 7t gilt 7w~ 3.141593. Somit haben wir auch ein Verfahren kennengelernt, die Kreiszahl
ndherungsweise zu bestimmen.



4.5. Gekriimmte Figuren

Satz 4.2. Die Fliche F eines Kreises mit Radius r ist

F=m-r

4.5.3 Kreissegment, Sektor

Anstatt Kreissektor verwendet man auch den Ausdruck Kreisabschnitt. Sektor kommt vom

lateinischen secare, was abschneiden heisst.

Der Flacheninhalt des Sektor ist proportional zum Winkel «.

Da der Winkel bis 360° geht und dann ein Flacheninhalt von
2

7ir< resultiert, ist die Flache des Sektors einfach
x 2
F =—
Sek 360 r

Fiir das Segment muss man die Differenz der Flache des Sektors
und des Dreiecks bilden. Angenommen es sei die Hohe h des
Dreiecks gegeben und {3 ist nicht iiberstumpf, d.h. f < 180°,

dann rechnet man F = %nrz —h-+v1—h?. Nun gibt es einen Zusammenhang zwischen 3
und h, den wir spiter erdrtern werden®.

4.5.4 Ellipse

b2

Die Ellipse kann aus einer affinen Abbildung mit-

tels der zwei Kreise mit Hauptachenabstanden als

\ Radien konstruiert werden. Die hellblaue Kurve

N\ geht aus der Verschiebung der Punkte des inneren

/7

b
a

Kreises hervor. Analog wird das Quadrat a? nach
aussen nur in einer Richtung um % gestreckt und

a
7ra2

a erzeugt so das Rechteck mit der Flache ab. Der

Kreis wird wie auf einer Gummihaut horizontal
gestreckt. Somit folgt fiir die Ellipse F = a? - &

a”

Satz 4.3. Die Flidche der Ellipse mit den Achsen a und b ist

F=m-a-b.

4.5.5 Orientierung von Flachen

Bei einer ebenen Figur konnen wir uns eine Ober- und eine Unterseite vorstellen.

1Es ist h = cos(B).
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Es gibt aber zweidimensionale Flachen im Raum,
die keine solche Eigenschaft aufweisen. Das bekann-
te Mobiusband stellt man her, indem man einen
Streifen schneidet, und die Enden verdreht zusam-
menleimt. Bei diesem Gebilde kann man mit dem
Finger auf der Oberfliche ohne Sprung rundherum
fahren und sowohl innen als auch aussen sein. Man
sagt, die Schleife ist nicht orientierbar, denn man
kann nicht zwischen unten und oben oder zwischen
innen und aussen unterscheiden.

4.5.6 Zusammenfassung Flachenformeln

Formel 4.4 (Flachen und Umfénge).

Figur Flacheninhalt F Umfang U
Allgemeines Dreieck Ja - hg, v/s(s—a)(s—b)(s —c) at+b+c
Gleichseitiges Dreieck @az 3a
Gleichschenkliges Dreieck Tey/a2 — 1e2 2a+c
Rechtwinkliges Dreieck %ab a+b+c
Quadrat a” 4.a
Rechteck a-b 2a+2b
Raute (Rhombus) Tef 4a
Parallelogramm a-hqg 2-(a+Db)
Trapez m h=%(a+c) h at+b+c+d
Drachen %ef 2-(a+b)
Tangentenviereck %r (a+c+b+4d) at+c+b+d
Regelmassiges Fiinfeck JT 25 +10V5 5a
Regelmassiges Sechseck %\/(3) ar 6a
Regelmassiges Vieleck Tean( 180577 tan(q'g?)O 7 n-a
Kreis mr? 2mr
Kreisring - (R? —12) 2-m-(R+7)
Kreisausschnitt (Sektor) ot 35S TU-T- 1ggs + 21
Kreisabschnitt (Segment) 3252 —h-v/1—h? 0 TP 0 T A0 A
Ellipse ma - b? —

4.6 Ornamente und Pflasterung**

Geometrische Figuren sind schon von frithen Kulturen zur Verzierung von Gefassen oder

Gebauden, oder auf Textilien und beim Schmuck verwendet worden. Bekannt ist die Schnur-

keramik der Kupfersteinzeit. Im Bauwesen verwendet man Pflasterstein, Fliesen und Kacheln,

um Boden und Wande zu konstruieren und zu schiitzen. Dabei wird auf eine liickenlose

Bedeckung geachtet.
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46.1 Ornamente

Wir betrachten sogenannte Friesornamente, die man an den Wanden nahe der Decke so oft
findet. Ahnlich sind Bandornamente auf Textilien, die beidseitig gemustert sein konnen. Ein
einfachses Beispiel ist eine Maanderlinie, die regelmassig um die Periodenldnge p horizontal
verschoben wird.

2 2]

p

Grundmuster kann man auch spiegeln und dann Grundform mit Spiegelbild regelmassig
verschieben.

A
y

t

Hé&ufig sieht man auch Friesornamente auf zwei Reihen. Dabei wird eine Grundform trans-
formiert, d.h. gespiegelt (punkt- und Achsenspiegelung), gedreht, verschoben oder geklappt.

sl | i | o
of L ofl s o

Bandformige Ornamente kann man nach Transformationen ordnen und klassifizieren.

el
ol s

4.6.2 Pflasterung, Parkettierung

Die einfachsten gleichseitigen Kacheln fiir eine komplette Bedeckung sind die drei regelmas-
sigen Vielecke, namlich Drei-, Vier- und Sechseck. Sie liegen Kante an Kante. Das sind die
platonischen Parkettierungen. Die Flachen besitzen Axial- und Rotationssymmetrien. Sie
lassen sich nutzen, um die Flachen zu transformieren.

Als erste Beispiel zeigen wir ein Quadrat mit entsprechender Parkettierung.

R

Y
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Wenn die Kanten aneinander liegen, also nicht reihenweise verschoben sind, so kann man
zwel Translationsrichtungen ausmachen, hier horizontal und vertikal. Nun ist es einfach
moglich, die Kanten durch eine neue Linie zu ersetzen, wobei diese in senkrechter Richtung
vervielfaltigt wird.

Bei der Parkettierung mit regelmassigen Sechsecken gibt es drei Translationsrichtungen und
damit drei Kanten, die verandert werden kénnen.

B

Die dritte platonische Parkettierung verwendet regelmassige Dreiecke. An einem solchen
Dreieck nehmen wir eine Anderung einer Seite vor und rotieren die neue Kurve um 60°.
Dadurch erhalten wir eine neue Flache, die man wiederum zur Pflasterung verwenden kann.
Die Translation ist hier nicht angebracht, denn ein Nachbar ist keine Verschiebung der
betrachteten Kachel.

MQ@E

Wir haben eine Kantenkontur an der unteren rechten Ecke gedreht.
Zusatzlich kann man noch dazu an der dritten Kante eine Punktspie-

gelung am Seitenmittelpunkt ausfiihren. In der Abbildung sehen wir

die Drehung um die Ecke oben links und zusatzlich die Speigelung

an der Kante unten rechts. Es entsteht eine Art Ente. Bei all diesen

Operationen ist es wichtig, dass die neuen Linien in den Ecken beginnen

und enden und die Linie sich nicht selber schneidet.

Eine rechteckige Kachel kann man auch zweimal durchschneiden und die vier Teile neu
anordnen. Die neue Kachel pflastert dann die Ebene ebenfalls liickenlos aus.

=199
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Man kann auch mit mehr als einer Kachelform parkettieren. Zum Beispiel mit zwei, wie
nachfolgend dargestellt. Man findet Achteck mit Quadrat, Zehneck mit sechseckigem Viel-
eck und Zwolfeck mit Triangel. Weiters kann man auch verschiedene Kachel mit gleicher
Seitenlange finden.

Grundformen von Pflasterungen sind auch mit drei Kacheln moglich, hier gleichseitige Drei-,
Vier- und Sechsecken.

Nun kann man sich die Frage stellen, wie man den Raum, eine Dimension héher als die
Flache, liickenlos durch Elemente ausfiillen kann. Sofort fallen einem Quader, Tetraeder und
Parallelepipede oder Zylinder mit regelmassigem Sechseck als Grundfliche ein.

4.6.3 Fraktale

In den 60er Jahren des letzten Jahrhunderts untersuchte ein Forscher die Lange der Kiistenli-
nie. Er erkannte, dass die Lange der Kiiste davon abhangig ist, mit welchem Massstab fester
Lange e gemessen wird. Denn die Kiiste hat immer wieder Buchte von unterschiedlichen
Ausmassen. Eine Bucht von 1m Durchmesser erscheint nicht bei einer Messung mit einem
Massband von 10m. Die Linge der Kiistenlinie ist ein Funktion der Messlange, L(e). Je
kleiner e desto langer und somit grosser L(e). Der Forscher fand experimentell, dass ungefahr
gilt wie L(e) =k - e'"P und D meist keine ganze Zahl ist.

Die Zahl D nennt man eine fraktale Dimension, welche als Mass fiir die “Rauhigkeit” einer
Linie dient. Die Kiiste Englands hat D = 1.25, wogegen Deutschland D = 1.15 besitzt. Das
Wort Fraktal meint also Figuren mit einer gebrochenen Dimension, die zwischen 1 und 2
liegen soll.

Fraktale Linien sind selbstdhnlich, weil man bei mehreren verschiedenen Vergrosserungen
immer dieselbe Form findet.

Neben unregelmassigen Linien wie eben Kiisten gibt es auch regelmassige, die eben nach
einer festen Regel erzeugt werden.
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Die folgende Koch’sche Schneeflocke von 1904 zeigt das Konzept

nochmals. Die Flocke wird in jedem Schritt weiter verastelt. Dabei
wird jede gerade Kante durch eine mit einem Zacken in der Mitte /\
ersetzt. Riickwarts betrachtet misst man den Umfang mit einem

immer grosseren Massstab. Thre Dimension ist D =~ 1.26.

ANTAEIEE]

Ein anderes Beispiel ist das folgende nach Sierpinski.

&%

Die nachste Kurve von Peano soll zeigen, wie man eine Kurve durch alle Mittelpunkt von
einzelnen Feldern von Gittern legen kann, unabhangig von deren Ausmass. Es ergeben sich
regelmassige Muster, wobeil man bei hoheren Stufen nicht mehr sagen kann, was innen oder
aussen, resp. unten oder oben ist.
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Und weil es so schon ist, hier die sogenannte Drachenkurve mit verschiedenen Iterationsstufen.
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Die Mathematik zeichnet sich durch moglichst grosse Abstraktion zur Vereinfachung aus.
Hinter all diesen Kurven kann man ein System ausmachen, das vier Elemente umfasst
und eine hochstvereinfachte Grammatik beschreibt. Es stammt vom Biologen Lindenmayer.
Wir untersuchen die Koch’sche Flocke. Erstens gibt es den Variablensatz, hier mit nur
einem Element F fiir eine gerade Strecke der Lange s™ mit s < 1, zweitens einen Satz mit
Konstanten, hier + und — fiir Drehung in beide Sinne um einen Winkel «, drittens ein
Startwort (“Axiom”), z.B. F——F——F fiir den Anfang der Kurve und viertens Ersetzungsregeln,
hier F— > F+F — —F + F. Fiir alle gezeigten Kurven gibt es eine solche Grammatik, die
von Graphikprogrammen verstanden wird. Man verkiirzt die Lange s™, weil s < 1 ist, um
unabhéngig von der ausgefiihrten Anzahl Schritte n gleichgrosse Bilder zu erzeugen.

Wenn die Regel nicht symmetrisch ist, entstehen
ebenfalls regelmassige Kurven, die nicht symmetrisch
aussehen. Man erkennt an solchen Kurven, dass die
Natur, in der Flora, genau solche Regelmassigkeiten
zeigt. Hier zeigen wir eine Pflanze, die nach der Er-
setzungsregel F— > F[+F|F[—F], dem Startwert F, der
Ordnung n =4, dem Winkel & = 25° und der Lange
s = 2 erzeugt wurde. Mit Klammerpaaren kann ein

im Leeren endender Zweig gezeichnet werden.
Bis hierhin haben wir Linien betrachtet. Analog kann man mit Flache umgehen. Es wird eine
Regel festgelegt, die ein Flachenelement transformiert. Sehr bekannt ist Sierpinski-Dreieck.

A A N
AA vy
A AA Aaka Andy
AA AL A4 A
AAAAAAAA abbbbbbh

An den Beispielen erkennt man die Bedeutung von Geometrie fiir die Natur und fiir die

Graphik. Im weiteren kann man die Regeln mit einer gewissen Zufalligkeit anpassen, indem
man Parameter nach einer Verteilungsfunktion variiert.
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Aufgaben
3.1 Von einem Dreieck sind die Seiten a = 4, b = 6 und ¢ = 8 gegeben. Berechne die Flache des
Dreiecks.
1 Zur Bestimmung der Flache aus den Seitenldngen verwenden wir die Formel von Heron.
F=ys-(s—a)-(s—b)-(s—c) mit s=(a+b+c)/2
Mit s =18/2 =9 folgt F2 =9-(9—4)-(9—6)-(9—8) =9-5-3-1 =135 und damit F = VF2 =
V135 ~ 11.619.

3.2 Bestimme den Flachenanteil der grauen Dreiecke. Das Quadrat ist 8 x 8 gross.

B

2 Wir bestimmen die Flache von vier Dreiecken, die gemdss F = 0.5g - h gegeben sind. Im Gegenuhrzei-
gersinn von links: F4 =05-15=25F,=05-2-5=5F;=0.5-3-8=12und F, =0.5-3-3 = 4.5,
zusammen F = 24. Als Anteil q =24/64 = 3/8.

3.3 Die Erde sei eine Kugel mit einem Umfang von 40’000 km. Angenommen der Umfang verlangere
sich um 1m. Um wieviel vergrdssert sich der Radius?

3 Es gilt U; = 27tr; und U, = 27t(r2) und Uy = Uy + 1 oder Uy — U; = 1 = AU. Damit AU =
1 =2n(r; —12) = 2tAr und Ar = 1/27 = 0.1592. Wenn der Erdumfang um 1 Meter ldnger wird,
vergrossert sich der Erdradius um ca. 16cm!

3.4 Bestimme die schraffierten Flachenanteile

(a) (b)

4 (a) Der Radius des inneren Kreises ist r = v/2/2. Die Fliche des Kreises ist somit K = 712 = 7t-1/2.
Das Quadrat hat die Flache Q = 1, pro Mond ein Viertel davon, also q = 7t/8. Die Halbkreise
iiber dem Quadrat H = m0.5%/2 = n0.5°> = 0.125m = 7r/8. Die M6ndchen haben die Fliche
M=H-(K/4-Q/4) =H+Q/4—-K/4 =n/8§+1/4—m/8 = 1/4. Alle vier zusammen
4M =4-1/4 =1. Die Méndchen haben dieselbe Flache wie das Quadrat!
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(b) Die zwei schraffierten Figuren sind gleich, da punktsymmetrisch. Wir betrachten nur die
linke Figur. Sie besteht aus zwei Teilen, die wiederum Differenzen von Halbkreisflachen sind.
Der Durchmesser des Kreises ist 5. F; = m1?/2 — m0.5%/2 = 3/8n. Das untere Stiick F, =
m22/2 —ml1.5%/2 = 2 —2.25/2n = m(2 — 1.125) = 70.875 = 7/8mn. Zusammen F; + F, = 10/8m.
Beide Figuren somit F = 20/8 = 5/27t. Anteil: F/(n2.5%) = 2.57/6.257 = 0.4.

(Die mittlere zentrale Figur hat die Fliche 2A = m(1.5% — 12) = n1.25 oder anteilsméssig q =
71.25/(76.25) = 0.2. Die zwei Randfiguren sind kongruent. Die Fliche ist S = m(2.5% — 22)/2 +
70.5%/2 = 7(1.125 + 0.125) = ©1.25 = ©10/8, anteilig q» = 1.25/6.25 = 1/5 = 0.2. Auch diese
Figuren besitzen einen Anteil von 1/5. Somit haben alle Figuren dieselbe Fldche, ndmlich 1/5 der
Kreisfldche!)

3.5 Bestimme die Fldche und zeichne einen entsprechenden Kreis ein. (Die Figur ist als Salzfass des
Archimedes bekannt.)

5 Wir nehme den Durchmesser zu 2 an. Uber der Linie finden wir die Fliche n12/2 —2-m(1/4)%/2 =
7(1/2 —1/16) = 77/16. Unter der Linie finden wir die Flache A = 70.52/2 = /8. Zusammen also
F =mn(7 + 2)/16. Der Kreis mit dieser Fldche hat den Radius R = 1/9/16 = 3/4. Das entspricht der
Hohe der Figur.

3.6 Bestimme das Verhéltnis des Umfangs des Umkreises mit der Summe der Umfiange der Innenkreise.
Die Radien der Innenkreise verhalten sich wie 1:2.

6 Wir nehmen den Durchmesser zu 6 an. Der grosse Umfang ist Us = 76, die kleinen U; = 271 und

U, = 2n2, zusammen U, + U; = 67t. Das Verhéltnis ist q = [ugeeh

[

3.7 Bestimme die Flache der Figur.
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7 Die Figur besteht aus einem Halbkreis Aj, zwei liberlagerten Kreisausschnitten A, und einem
gleichseitigen Dreieck Az. Die Fliche ist F = A1+ 2A, — Az. Es ist A = ma?/2, A, = m(2a)?/6
und A; = V/3a?/2. Zusammen F = 7a?/2 + 2n(2a)?/6 — V3a?/2 = ma?/2 + 4na? /3 — V/3a?/2 =
a?[n/2 +4m/3 —/3/2].



Kapitel 5

Korper

5.1 Begriffe

Geometrische Objekte haben eine Eigenschaft, die man Dimension nennt. Anschaulich
ausgedriickt ist es die Anzahl Richtungen, die ein Punkt auf oder in diesem Objekt nehmen
kann, um sich im Objekt zu bewegen. Eine Punkt kann sich nicht bewegen und hat deshalb
die Dimension 0. Ein Punkt kann sich langs einer Geraden oder Linie bewegen und hat
somit die Dimension 1. Ein Punkt auf einer Flache kann sich in zwei Richtungen bewegen,
Dimension 2 und ein Korper bietet drei Richtungsmoglichkeiten.

Definition 30. Ein geometrischer Kérper ist ein allseits von Flachen begrenzter Raum.
Definition 31. Die Summe aller den Korper begrenzenden Flachen heisst Oberfidgche.

Definition 32. Die Linie, in der sich zwei den Korper begrenzenden Flachen schneiden, heisst
Kante.

Definition 33. Ein Punkt, in dem drei oder mehr Kanten zusammentreffen, heisst Ecke.

In der Abbildung sind die Elemente der Korper eingezeichnet. Wie man erkennen kann, gibt
es auch Korper mit Ecken, deren begrenzenden Flachen gekriimmt sind. Man unterscheidet
deshalb zur Vereinfachung eckige Korper, die Ecken aufweisen und gerundete Korper, die
keine Ecken, aber allenfalls Kanten, besitzen.

Deckflache Kante
&
Ecke
Flache
Kante
Grundflache

Bei Korpern, die zwei parallele Begrenzungsflachen besitzen, spricht man von Deck- und
Grundflache.

5-1
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5.2 Eckige Korper, Polyeder

Wir betrachten zuerst die eckigen Korper, solche mit Ecken. Man nennt solche Korper
Polyeder, wenn sie keine gekriimmten Flachen aufweisen.

Definition 34. Ein Polyeder ist ein dreidimensionaler Korper, der ausschliesslich von ebenen
Flachen begrenzt wird.

Das allgemeine Polyeder kann unendlich viele Formen annehmen, ‘
Vertiefungen, Locher, einspringende Ecken usw. aufweisen. Aus

dieser Mannigfaltigkeit der Auspragungen haben aber ein paar

wenige die Aufmerksamkeit auf sich gezogen. Im weiteren werden

wir die haufigsten Spezialfille betrachten. Bestes Beispiel ist der

Quader, der uns fast taglich vom Postboten ausgehandigt wird.

Es wurde schon friih gefragt, ob es einen regelmassigen Zusam-

menhang von Flachen, Ecken und Kanten gibt. Und tatsdchlich kann man eine Regel
formulieren.

Satz 5.1. Euler’scher Polyedersatz Fiir ein beschranktes konvexes Polyeder mit E Anzahl Ecken,
K Anzahl Kanten und F Anzahl Flachen gilt:

E-K+F=2

Ein beschranktes Polyeder ist ein solches, das sich nicht ins Un-

endliche ausdehnt. Dieses Zusatzu ist also ein wenig spitzfindig. Ein Polyeder heisst konvex,
wenn fiir je zwel Punkte des Polyeders die Verbindungsstrecke zwischen diesen Punkten
vollstandig im Polyeder liegt. Damit sind also z.B. eckige Donuts ausgeschlossen.

5.2 Ubung Wir betrachten die Abbildung mit zwei sehr dhnlichen Korpern. Beim linken geht
ein rechteckiges Loch durch den ganzen Korper. Beim rechten gibt es nur eine quaderformige
Vertiefung.

Die Anzahl Kanten K = 27 und die Anzahl Ecken E = 18 sind identisch. Nur die Anzahl
Flachen ist unterschiedlich, links F = 11 und rechts F = 12. Es handelt sich um den Boden
des Lochs, der zusatzlich hinzukommt. Fiir die linke Figur gilt E —K+F=18—-27 +11 = 2,
fiir die rechte E — K + F = 3. Der Satz gilt nicht umgekehrt, es gibt auch konvexe Polyeder,
die der Formel entsprechen, wie das Beispiel links zeigt. <
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5.2.1 Quader und Wiirfel

Definition 35. Ein Quader ist ein Korper, der von sechs Rechtecken begrenzt wird, wobei
(1) die sechs Begrenzungsflichen im rechten Winkel aufeinander stehen,
(2) acht rechtwinkelige Ecken und

(3) zwolf Kanten, von denen jeweils vier gleiche Langen besitzen und zueinander parallel
sind vorhanden sind.

Aus dem Quader folgt der Wiirfel, denn man muss nur ein paar Kanten zurecht machen.
Definition 36. Der Wiirfel (auch Hexaeder oder Kubus) ist ein Polyeder mit

(1) sechs (kongruenten) Quadraten als Begrenzungsflachen

(2) zwolf (gleich langen) Kanten und

(3) acht Ecken, in denen jeweils drei Begrenzungsflaichen zusammentreffen.

Anmerkung 5.3. Der Wiirfel ist ein Spezialfall des Quaders, bei welchem nicht nur jeweils 4
Kanten gleich lang sind sonder alle 12.

Wiirfel sind regelmassig, weshalb
sie auch als Zufallsgeneratoren ver-

|

i
i wendet werden konnen. Die her-
a 1 J- vorragende Eigenschaft von Qua-
v N A y ~ |/ dern ist ihre perfekte Stapelbar-
7 e keit. Deshalb findet man diesen
a b#a Korper in Verpackungen, Backstei-

nen etc.

Die Diagonale der Quader lasst sich mit dem Satz des Pythago- d=+vs?+c?
ras bestimmen. Mit den Seiten a, b und c folgt die Diagonale = Va2 +b?+cs
d, die einzig ist, als d = Va? + b? + ¢2. Die Raumdiago-
nale d folgt aus dem Pythagoras mit der Flachendiagonale ! d
1
|

s, wie in der Abbildung gezeigt. Fiir den Wiirfel einfacher
d = V3a2 = aV/3. Zusammenfassend a NS

d=+va?+b2+c2 e

Die Diagonale ergibt sich durch zweimalige Anwendung des s=+vaZ + b2
Pythagoras. Das Dreieck mit den Seiten s, ¢ und d ist rechtwinklig.

5.2.2 Prisma

Definition 37. Ein Prisma (Mehrzahl: Prismen) ist ein geometrischer Korper, der durch
Parallelverschiebung eines ebenen Polygons entlang einer nicht in dieser Ebene liegenden
Geraden im Raum entsteht.
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Ist die Parallelverschiebung senkrecht
zum Ausgangspolygon, dann handelt
es sich um ein gerades Prisma. Ist
die Verschiebung nicht lotrecht, dann
tritt ein schiefes Prisma hervor. Dann
sind die Seitenflachen Parallelogram-
me und nicht Rechtecke.

[] Beim geraden Prisma ist die Hohe

gleich der Lange der Kanten, die Grund- und Deckflache verbinden.

5.2.3 Pyramide und Pyramidenstumpf

Definition 38. Die Pyramide ist ein Polyeder, dessen Grundflache ein Polygon ist und dessen
Seitenflachen Dreiecke sind, die sich in einem Punkt, der Spitze der Pyramide, treffen.

Anmerkung 5.4. Die Grundflache als Polygon kann regelmassig oder nicht sein. Speziell ist
ein gleichseitiges Dreieck, das mit gleichseitigen Dreiecken als Seitenflichen eine Tetraeder
bildet.

S In der Abbildung erkennt man regelmas-
sige Polygone als Grundflache, was aber
nicht eine Bedingung ist. Zudem kann
eine Pyramide gerade oder schief sein.
Das hangt von der Gleichheit der Win-
kel der in die Spitze fiilhrenden Kanten
ab.

Neben der Spitze gibt es noch den Fus-
spunkt F als ausgezeichneten Punkt, der als Schnittpunkt des Lotes von der Spitze auf die
Grundflache entsteht. Der Abstand von Fusspunkt und Spitze ist die Hohe der Pyramide.

Definition 39. Ein Pyramidenstumpf ist der Restkorper einer Pyramide, der man parallel
zur Grundfliche an den Mantelflachen eine kleinere, dhnliche Pyramide wegtrennt.

5.2.4 Spat, Parallelepiped

Der Begriff Spat wird nur in der Geometrie verwendet. Die Herkunft ist unsicher, konnte ein
Holzscheit bedeuten, das die gefordrte Form aufweist. In der Vektorgeometrie taucht der
Begriff nochmals auf.
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Definition 40. Ein Parallelepiped oder Spat ist ein geometrischer Korper, der von 6 Paral-
lelogrammen begrenzt wird, von denen je 2 gegeniiberliegende kongruent (deckungsgleich)
sind und in parallelen Ebenen liegen.

c Ein Parallelepiped hat 12 Kanten, von denen je 4 par-
allel verlaufen und untereinander gleich lang sind, und
8 Ecken, in denen diese Kanten in maximal 3 verschie-
denen Winkeln zueinander zusammenlaufen. Sind alle
Winkel rechte, dann handelt es sich um einen Quader,
der mit dem Wiirfel ein Spezialfall des Parallelepipeds
ist. Ein Rhomboeder ist eine Parallelepiped mit allsei-

tig gleichlangen Kanten. Sind zudem alle Winkel rechte, dann ist es ein Wiirfel.

a

5.2.5 Prismatoid

Definition 41. Ein Prismatotd (oder Prismoid) ist ein Polyeder mit parallelen Vielecken als
Grund- und Deckflache sowie Dreiecken oder Trapezen als Seitenflichen.

Anmerkung 5.5. Im Unterschied zum Prisma brauchen Grund- und Deckflache nicht kongruent
zu sein und auch nicht die gleiche Eckenzahl zu haben.

Bei diesem Korper gibt es nur eine Bedingung, namlich zwei
begrenzende Polygone, die in parallelen Ebenen liegen.
Neben diesen beschriebenen Korpern gibt es eine weitere Kate-

gorisierung von Polygonen, die man als Erweiterung in die dritte
Dimension von regelmassigen Polygonen verstehen kann.

5.2.6 Regelmassige Korper

Regelmassige Korper werden auch platonische Korper genannt. Es gibt fiinf regelmaéssige
Korper. Thren Namen enthalten die griechisch ausgedriickte Zahl ihrer begrenzenden Flachen.

e Tetraeder, “Vierflachner”, Oberflache aus vier Dreiecken,
e Hezaeder, “Sechsflachner” oder Whirfel, Oberfliche aus sechs Quadraten,

Oktaeder “Achtflichner”, Oberfliche aus acht Dreiecken),

Dodekaeder “Zwolflachner”, Oberflache aus zwolf Fiinfecken),

Ikosaeder “Zwanzigflichner”, Oberfliche aus zwanzig Dreiecken).

Eigenschaften
Fiir regelmassige Korper gelten folgende Beschreibungen:
e ihre Oberflache besteht aus Flachen,

e sie sind konvex, haban keine einspringenden Ecken oder Kanten,
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e alle Kanten sind gleich lang,

e alle Flachen sind kongruent, gleichseitig und gleichwinklig,

e alle Ecken haben gleiche Flachen- und Kantenwinkel,

e alle Ecken haben denselben Abstand vom Mittelpunkt, folglich existiert eine Umkugel,
eine Kantenkugel und eine Inkugel.

Tetraeder

Das Tetraeder, bestehend aus lauter gleichseitigen Dreiecken, kennen wir schon als Auspra-
gung der Pyramide mit einem regelmassigen Dreieck als Grundfliche. Jede Ecke ist gleichweit
von jeder anderen Ecke entfernt.

In den 60er Jahren sind fiir Milch und Fruchtséafte tetraedrische
Verpackungen aufgekommen, die von der Firma Tetrapak her-
gestellt wurden. Bei genauer Betrachtung erkennt man, dass
die Verpackung zwei Schweisskanten aufweist, ansonsten nicht
aus Teilflachen zusammengesetzt ist. Bei der Abfillung wir ein
Kartonschlauch zweimal senkrecht abgezwackst.

Das Tetraeder kann wie ein Wiirfel ideal gestapelt werden, d.h.

ohne Zwischenraume.

Hexaeder ist die griechische Bezeichnung fiir “Sechsflachner”, den

wir als Wiirfel kennen. Die Regelmassigkeit zeigt sich in den acht

gleichlangen Kanten, die sechs Quadrate als Begrenzungsflichen
bilden.

J 0 Bekannt ist natiirlich die optimale Stapelbarkeit dieses Korpers.
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<@

Die wichtigsten Eigenschaften sind wie folgt:

Oktaeder

Flachen 8
Ecken 6
Kante 12

Anzahl Ecken an Fldche 4
Anzahl Kanten an Ecke 3

Dodekaeder

<]

Die wichtigsten Eigenschaften sind wie folgt:

Flachen 12
Ecken 20
Kante 30

Anzahl Ecken an Fliche 5
Anzahl Kanten an Ecke 3

lkosaeder

Der Zwanzigflachner bildet sich aus drei senkrecht
aufeinderstehenden Rechtecken mit dem Seitenver-
héltnis des goldenen Schnittes. Goldener Schnitt ist
ein Verhaltnis von

V541
p:(p+q)=q:p= 3 ~ 1.618

Es ergibt sich aus der Konstruktion in der Abbildung.

Die halbe Strecke AB wird an einem Ende senkrecht angehéngt, Punkt D, und damit ein
rechtwinkliges Dreieck gebildet. Von D aus wird dieselbe Lénge auf AD abgetragen (Punkt
E). Dann wird AE auf AB abgetragen, so dass F entsteht. Der Punkt teilt die Strecke AB in
die Teile p und q.
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"

In der linken Abbildung sieht man das Geriist bestehend aus Rechtecken. Nun ist das
Verhiltnis der langen Seite zur kurzen genau der goldene Schnitt.
Die wichtigsten Eigenschaften sind wie folgt:

Flachen 20
Ecken 12
Kante 30

Anzahl Ecken an Flache 3
Anzahl Kanten an Ecke 5

Wie man einfach nachrechnen kann, gilt hier der Polyedersatz, denn E—K+F = 12—30+20 = 2.

5.3 Runde Korper

Hier betrachten wir Korper, die keine Ecken haben. Darunter befinden sich solche mit Kanten
und solche ohne Kanten, z.B. die Kugel.

5.3.1 Zylinder, Walze

Definition 42. Ein Zylinder ist ein geometrischer Korper, der durch Parallelverschiebung
einer ebenen gekriimmten geschlossenen Linie entlang einer nicht in dieser Ebene liegenden
Geraden im Raum entsteht.

Anmerkung 5.1. Der Zylinder entsteht wie das Prisma, mit dem Unterschied, dass anstelle

des Polygons eine gekriimmte Linie tritt.
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In der Abbildung sehen wir der Reihe nach den allgemeinen Zylinder mit der typischen iden-
tischen Deck- und Grundflache, den geraden Kreiszylinder und den schiefen Kreiszylinder.
Haufig ist die Grundfliche eine Kreis oder allenthalben eine Ellipse. Die Hohe des Zylinders
wird senkrecht zur Grundfliche gemessen. Fiir den geraden Kreiszylinder kann man auch

Walze sagen.

5.3.2 Kegel und Kegelstumpf

Definition 43. Ein Kegel ist ein geometrischer Korper, dessen Oberflache von einer in einer
Spitze endenden, gleichmassig gekriimmten Flache iiber einer gekriimmten Grundflache
gebildet wird.

Anmerkung 5.2. Die Grundfliche ist meist kreisférmig oder elliptisch.

Der allgemeine Kegel ist in der Abbildung
wiedergegeben. Die Grundflache ist G und die
lotrechte Hohe iiber G ist h. Das Volumen
dieses Korpers ist einzig durch durch G und h
festgelegt. Alle Kegel mit Grundfliche G und
Hohe h haben dasselbe Volumen.

5.3.3 Kugel

Definition 44. Die Kugel ist der Korper, dessen Oberfliche der geometrische Ort aller Punkte
P ist, die vom Mittelpunkt M den gleichen Abstand r haben.

Die Kugel ist der fast perfekte Korper, denn er hat unendlich
viele Symmetrien. Das Verhaltnis von Inhalt zu Oberflache ist
auch optimal. Einzig die Stapelbarkeit von Kugeln ist nicht restlos
raumfiillend.

Der kiirzeste Abstand zweier Punkte auf der Oberflache der Kugel
liegt auf einem sogenannten Grosskreis, der in der Ebene der zwei
Punkte und des Mittelpunktes liegt.

5.3.4 Ellipsoid

C Das Ellipsoid kann man sich aus einer zweifachen
Streckung der Kugel in zwei zueinander senkrechte
Richtungen vorstellen. Anstatt eines Radius entstehen
so drei Hauptachsen. In den Ebenen senkrecht zu den
Hauptachsen sind die Schnittflichen Ellipsen. Die
Kugel kann als Spezialfall des Ellipsoids aufgefasst
werden, bei denen die Hauptachsen alle gleich dem

Radius sind.
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Die Erdkugel wird auch als Ellipsoid vereinfacht, wobei zwei Achsen gleich sind, d.h. eine
Schnittfliche wie der Aquator ein Kreis ist. Die zwei Achswerte sind analog zur Abbildung,
wenn die Pole oben und unten sind, a = b = 6378 und ¢ = 6357 in Kilometer. Wenn man
mit der Erde als Kugel rechnet, dann setzt man den Radius zu 6371 km.

5.3.5 Drehkorper
Drehkérper werden auch Rotationskorper genannt. Sie entstehen, indem eine sogenannte
erzeugende Kurve um eine Rotationsachse, die in derselben Ebene liegt, gedreht wird.

i Einige Beispiele von Drehkorpern kennen wir schon, nam-
() | C) lich den Zylinder und den Kegel, resp. Kegelstumpf. Hier
|

sind die erzeugenden Kurven Geraden. Aber auch Kugel
und Ellipsoid kann man als Rotationskorper verstehen.
Wenn die erzeugende Kurve geschlossen ist, dann entsteht

z.B. aus einem Kreis ein Torus, wie in der folgenden
Abbildung.

In der linken oberen Abbildung sieht man von oben nach unten einen
Torus, einen Kegelstumpf und einen sogenannten Paraboliden. Denn die
Erzeugende (rot gezeichnet) ist ein Parabelstiick.

Analog gibt es auch Hyperbolide usw. Durch die Art der Entstehung ist
klar, dass jeder zur Drehachse senkrechte Schnitt einen Kreis ergibt.

In der Realitat sieht man solche Drehkorper bei gedrechselte Gelander-

staben.
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Aufgaben
5.3 Uberpriife den Euler’schen Polyedersatz an den platonischen Korpern.
Korper Tetraeder Hexaeder Oktaeder Dodekaeder Ikosaeder
Anzahl der Ecken E 4 8 6 20 12
3 Anzahl der Kanten K 6 12 12 30 30
Anzahl der Flachen F 4 6 8 12 20
E—K+F 8-6=2 14-12=2  14-12=2  32-30=2 32-302

(Man erkennt ein Muster. Gleiche Terme der Differenz zeigen die sogenannte Dualitdt an. Wiirfel
und Oktaeder sind dual, sowie Dodekaeder und Ikosaeder. Das Tetraeder ist selbstdual.)

5.4 Welche Korper haben zwei parallele Flachen?

4 Allgemein gesprochen sind dies v.a. der Kegelstumpf und der Pyramidenstumpf. Letzterer ist die
Verallgemeinerung vom Prisma, dem Parallelepiped, dem Quader und Wiirfel. Dazu kommen noch
Oktaeder, Dodekaeder und Ikosaeder. Der Kegelstunpf umfasst auch den Zylinder.

5.5 Gibt es Korper mit Kanten aber ohne Ecken?
5 Ja, runde Korper wie Zylinder oder Kegel.

56 Esist p+q=1undesgilt p: (p+q) =q:p. Bestimme p und q.

6 Die Gleichung ist umgeformt p2 = q(p + q) = pq + q*. Wir setzen q =1 —p ein, p? = (1 —p) - 1.

Somit p% +p —1 = 0. Quadratisch ergénzt folgt (p+1/2)> —1/4—1 =0 oder (p+1/2)? = 5/4. Damit
p+1/2=+5/2und p = @ Numerisch p ~ 0.618. p/q = (0.618)/(1 — 0.618) = 0.618/0.372 =
1.6613.

5.7 Wie hangt die Lange der Erzeugenden mit der Mantelflache eines Rotationskérpers zusammen?
Und wie mit dem Radius oder Abstand der Erzeugenden von der Drehachse?

7 Je langer die Erzeugende desto grosser die Mantelfliche und je grosser der Radius, Abstand zur
Drehachse, desto grosser die Mantelflache.

5.8 Wie werden Flichen und Volumen gemessen? Welche Einheiten kennst Du? Driicke Liter in cm?

aus, denke an die Dimensionen einer Milchpackung.

8 Flichen werden in Quadrametern m? und Volumen in Kubikmetern m? ausgedriickt. Mit Prifixen
werden die Grossen verandert, z.B. Centi zu Tem = m/100 oder Kilo zu 1000m = Tkm oder Milli
Tm = 1000mm.

Ein Liter entspricht 10cm x 10cm x 10cm. Die Milchpackung ist ungefdhr 7cm x 7cm x 20cm.
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Kapitel 6

Oberflachen und Rauminhalte

6.1 Projektionen

Mit dem Wort Projektion ist einerseits das Abbild eines Urbildes gemeint, anderseits die
Art und Weise der Abbildung. Aus dem Zusammenhang wird die jeweilige Bedeutung aber
klar. Wir benutzen im Weiteren die dargestellte romanische Kirche als Modell.

In den vorangehenden Kapiteln haben wir dreidimensio-
nale Korper auf diesen zweidimensionalen Blattern darge-
stellt. Dabei haben wir gewisse Annahmen getroffen. Da
die menschliche Netzhaut im Awuge ebenfalls zweidimen-
sional ist, sind wir mit der Projektion oder Abbildung
der dreidimensionalen Wirklichkeit als Flache bestens ver-

traut, ndmlich wie auf einem Foto. Das Auge als Zentrum

entspricht dem Modell der Zentralprojektion. S
Die andere wichtige Projektionsart wird durch den Schat-

tenwurf dargestellt. Da die Sonnendistanz so viel grosser als die Ausdehnung der Umgebung
ist, konnen ihre Strahlen als parallel betrachtet werden. Diese Abbildung nennt man Paral-

lelprojektion.

6.1.1 Zentralprojektion

Die meisten Objekte stehen auf dem Boden, der als Flache darstellbar ist. Sie erstreckt sich
bis zum Horizont, der als horizontale Linie, am Meer, begrenzt ist. Alle Objekte erscheinen
kleiner mit zunehmendem Abstand vom Betrachter, am Horizont verschwinden sie dann
ganz. Wenn man nun von seinem Standpunkt aus geradeaus schaut, dann ist der Punkt, an
dem diese Blickachse auf den Horizont trifft, der Fluchtpunkt der Zentralprojektion.

SNl Horizont

luchtpunkt

6-1
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In der Realitat parallele Linien, die parallel zur Sichtachse betrachtet werden, laufen in der
Abbildung immer auf einen gemeinsamen Fluchtpunkt zu (siehe Abbildung). Hier bleiben
nur Linien parallel, die senkrecht zur Blickachse liegen.

Hat das betrachtete Objekt keine zur Sichtachse senkrechten Flachen, dann “fliechen” die
Linien in der Abbildung auf zwei Fluchtpunkte zu.

Je naher die zwei Fluchtpunkte desto verzerrter erscheint das Objekt.

Anhand dieser Fotographie kann man die Richtigkeit die-
ser Ausfiihrungen bestadtigen. Wir bemerken, dass runde,
gekrimmte Oberflachen wie etwa Kugeln keinen Flucht-
punkt aufweisen.

Die Verzerrung der Langen ist fiir technische Anwendun-
gen, besonders wenn solche Zeichnungen Informationstra-
ger sind, schlecht zu gebrauchen.

Definition 45. Zentralprojektion Bei einer Zentralprojektion wird ein Korper durch Projekti-
onsstrahlen, die alle durch ein gemeinsames Zentrum verlaufen, auf eine Ebene projiziert.

6.1.2 Paralleprojektion

Bei der Parallelprojektion sind die Projektionsstrahlen eben parallel. Das bewirkt, dass
parallele Linien des Objekts bei einer raumlichen Darstellung parallel bleiben. Ebenso bleiben
die Langenverhaltnisse bestehen, wie in der Abbildung dargestellt.

Aus der Figur konnte man auch herauslesen,
dass zwei uneigentliche Fluchtpunkte im Un-
endlichen vorstellbar sind.

Der Grundriss (Draufsicht) ist das Bild, das
auf der Projektionsebene entsteht, wenn von
oben auf das Objekt geschaut wird. Der Aufriss
(Vorderansicht) ist das Bild von vorn auf ein
Objekt. Der Seitenriss (Seitenansicht) ist das
Bild von der rechten (oder linken) Seite.
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Man kann sich das Objekt in einer

Schachtel vorstellen, auf deren Aus- T

senseiten das Objekt senkrecht proji- - - e

ziert wird. Von den gesamthaft sechs - :_ —1_

Seiten werden dann drei aufgefaltet - : - : P it

und eben gezeigt. Man nennt diese =

Darstellung die sogenannte Drei-Tafel- 4

Projektion. In technischen Zeichnun- - g —
gen werden versteckte Kanten auch - T .z -

gestrichelt hinzugefiigt.

Bei Koérpern, die ohnehin viele rechtwinklige
Kanten aufweisen, ist die Darstellung beson-

Seitenri Aufriss
CIrenTss 0 ders einfach und giinstig fiir die sogenannte
Vermassung, die Angabe von Lingen und Win-
|_| keln, die fiir die Konstruktionsplanung wesent-
\ | lich sind.
Voo S~
\ \ \
\ N |
N .
AN
~ ~
Grundriss

Definition 46 (Parallelprojektion, Schragprojektion). Die Parallelprojektion ist eine Abbildung
der Punkte des Raumes auf eine Ebene mit Hilfe paralleler projizierender Strahlen. Schneiden
diese Strahlen die Bildebene unter einem spitzen Winkel, so heisst die Abbildung schiefe
Parallelprojektion oder Schrdagprojektion.

6.1.3 Satz von Desargues

Dieser Satz aus dem 16. Jahrhundert ist sehr wichtig fiir die projektive Darstellung.

Zwel Dreiecke haben je zwei Ecken, deren Gera-
den sich in Z treffen. Sie miissen nicht dhnlich
sein. Nun liegen die drei Schnittpunkte der ent-
sprechenden Geraden durch die zwei Eckpunkte

auf einer Geraden.

Satz 6.1 (Satz von Desargues). Wenn sich die Geraden durch zwei sich entsprechende Eckpunkte
zweier in einer Ebene gelegener Dreiecke ABC und A’B’C’ in einem Punkt Z schneiden und
die sich entsprechenden verlangerten Seiten sich jeweils in Punkten P, Q, R schneiden, so
liegen diese drei Punkte auf einer Geraden. Die Umkehrung gilt auch.

Dieser Satz gilt auch in der Projektion, fiir parallele und zentrische Abbildungen.
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6.1.4 Gesetzmadssigkeiten

Aus den zwei Abbildungen sieht man, dass in beiden Projektionsarten ein Punkt auf einen
Punkt fallt und eine Gerade eine Gerade ergibt.

Parallelprojektion

Eigenschaften 6.2. Parallelprojektion

(1) Ein Punkt des Raumes wird auf einen Punkt abgebildet. (Punkte der Bildebene werden
auf sich selber abgebildet.)

(2) Geraden im Raum werden auf Geraden abgebildet, ausser sie sind parallel zur Projek-
tionsrichtung; dann ist ihr Bild ein Punkt (eingeschrankte Geradentreue).

(3) Parallele Geraden haben parallele Projektionen (ausser sie sind parallel zur Projekti-
onsrichtung).

(4) Das Teilverhéltnis eines Punktes in Bezug auf eine nicht in Projektionsrichtung verlau-
fenden Strecke bleibt erhalten.

(5) Ein Vieleck, dessen Ebene zur Bildebene parallel ist, ist zu seiner Projektion kongruent.

(6) Die Projektion eines rechten Winkels mit einem zur Bildebene parallelen Schenkel ist
im allgemeinen kein rechter Winkel mehr.
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Anmerkung 6.3. Die Erhaltung von bestimmten Eigenschaften von Urbild und Projektion
(Abbild) macht die Parallelprojektion zur Beschreibung von Korpern auf dem Papier sehr
attraktiv, obwohl sie verzerrte Abbilder hervorbringt.

Die figiirliche Darstellung der Eigenschaften, beginnen mit der Geradenabbildung und den
Parallelen.

Die Unveranderlichkeit des Teilverhaltnisses kann man mit dem Strahlensatz begriinden. Es
gilt

AT AT
T8 T'B/

Das rechte Winkel nicht solche bleiben, ist schon von der Projektion eines Wiirfels bekannt.

Nur wenn die Projektionsstrahlen in der Flache des Stiitzdreiecks liegen, bleibt der rechte

Winkel. Das Dreieck liegt in der Ebenen, die durch die Rotation von der Geraden durch S

und B um die Achse AS.

Durch die Projektion bilden die Kanten von
projiziertem Vieleck und seinem Abbild paral-
lele, gleichlange Seiten von Parallelogrammen.

Daraus folgt mit dem Kongruensatz SSS, dass
Teildreiecke deckungsgleich sind.
Nun zeigen wir das Mustervorgehen zur Zeich-

nung eines Schragbildes. Es sind Grundriss und
Aufriss gegeben. Zwei Parameter miissen gewahlt werden: der Verzerrungswinkel « und der
Verzerrungsfaktor q. Die Bedeutung von o ersieht man aus der Abbildung. Der Verzerrungs-
faktor gibt das Verhaltnis von Originallange und Lange derselben Strecke in der Abbildung

wieder.
Man kann sich ein Hilfsdreieck zeichnen, welches die Verzerrung dar- a a /
stellt. Fiir spite Verzerrungswinkel o« wahlt man a und b so, dass
& = q. Fiir iiberstumpfe q = ¢}. Wir benodtigen dann Parallelen zu b
Hypothenuse fiir die Konstruktion.

®1 ()
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Als erstes verbinden wir vertikal die
entsprechenden Punkt miteinander, al-
so z.B. A und A’ auf der Kante. Dann
zeichnen wir in A’ einen Strahl mit
dem gewahlten Verzerrungswinkel.

Als Drittes zeichnen wir durch A eine
Parallele zum gewahlte Verzerrungs-
verhaltnis der Hilfskonstruktion und

schneiden diese mit dem Strahl aus
A’. Das ist der Punkt A". Wir wie-
derholen dieses Verfahren mit allen
Punkte. Die Punkte auf der Grund-
flache werden so gefunden aber auch
die Fusspunkte der Punkte, die nicht
A in dieser Ebene liegen. Auf den Fus-

spunkten kann man Vertikale errich-
ten, und diese dann Geraden mit dem Verzerrungswinkel schneiden.

Man beachte: Wenn man einen spitzen Winkel fiir « wahlt und das Schréagbild nach oben
rechts gezeichnet wird, sieht man dieses “von hinten”.

6.4 Ubung Wir zeichnen das gl
Schragbild der Turmspitze, die LT
durch einen Grund- und Auf-
riss gegeben sind. Der Verzer-
rungswinkel soll ca. 200° sein

\
\

\
\
\
-

\
B e EEE T T SEP PV A

und der Verzerrungsfaktor g
ist 1. Wie man sieht, wirkt

A2
\

mit diesem ( die Erscheinung
etwas flachgedriickt. <

Anmerkung 6.5. Da eine weni-

edecccccalaccacaaa
’

ger enge Beziehung zwischen
projizierter Figur und Abbild
als bei kongruenten oder dhn-
lichen Abbildungen, spricht
man von Affinitdt, Verwandt-
schaft. Wir haben solche Trans-
formationen in Abschn. 2.7

besprochen.

Korperschnitte

Die folgenden zwei Abbildungen zeigen den Schnitt von parallelen Ebenen durch eine Ebene.
Die Schnittkanten an den parallelen Ebenen sind parallel.
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6.6 Ubung Zeichne die fehlenden Schnittkanten ein. Die Kanten sind
parallelen zu den schon eingezeichneten. Die Losung sieht dann wie
folgt aus. <

6.7 Ubung Bestimme die fehlenden Schnittkanten an der regelméssigen
Pyramide.

Hier sind die Flachen nicht parallel und somit die Schnittkanten \
ebenfalls nicht. Die Schnittebene schneidet die diametral gegeniiber- ﬁn
liegenden Punkte in P. Durch ihn lauft die zweite Diagonale bis zur '

Kante. 5 ﬂ

Zentralprojektion

Drei Eigenschaften der Parallelprojektion gelten nicht fiir die Zentralprojektion.
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Eigenschaften 6.8. Zentralprojektion

(1) Ein Punkt des Raumes wird auf einen Punkt abgebildet. (Punkte der Bildebene werden
auf sich selber abgebildet.)

(2) Geraden im Raum werden auf Geraden abgebildet, ausser sie sind parallel zu einem
Projektionsstrahl; dann ist ihr Bild ein Punkt (eingeschrdnkte Geradentreue).

(3) Die Projektion eines rechten Winkels mit einem zur Bildebene parallelen Schenkel ist
im allgemeinen kein rechter Winkel mehr.

Im Abbild links sieht man, wie Geraden auf einer projizierenden Ebene auf die Schnittgerade
abgebildet werden. Ist zudem eine Linie auf einem Projektionsstrahl, dann verschwindet die
Linie in einem Punkt.

Im rechten Schaubild erkennt man, wie zwei parallele Geraden g und h auf zwei Geraden g’
und h’ projiziert werden, die durch den Fluchtpunkt F gehen. Parallelen sind nicht mehr
parallel.

Das Doppelverhaltnis

Eine gemeinsame Eigenschaft, eine Invariante der Projektionen, ist das Doppelverhaltnis
von Teilstrecken. Die Parallelprojektion ist im allgemeinen teilverhaltnistreu, die Zentralpro-
jektion nicht. Fiir vier Punkte auf einer Geraden gilt aber erstaunlicherweise folgendes.

Zs Wir bezeichnen das doppelte Verhéltnis mit q:
_CA DA
9=CB DB

Nun gilt der Satz: Das Doppelverhaltnis von vier Punkten
auf einer Geraden bleibt von der Projektion unberiihrt.

Daraus folgt also, dass

CA DA CIA/ DIA/ C//A// D//A/l
D" @ : ﬁ = C'B’ : D'B’ = C/"B" : D/B"

C//

Man beachte, dass man hier nicht Teilverhaltnisse an-
schaut, sondern das Verhaltnis von Verhaltnissen.
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6.1.5 Unmogliche Figuren

Die Teile der Figuren sind richtig dargestellt, aber die Verbindung der Teile ist nur auf dem
Papier aber nicht in der Realitdt des Raumes moglich.

6.2 Netze, Abwicklungen, Auffaltungen

Eine Abwicklung eines Polyeders entsteht, wenn man den Korper so auf der Ebene abrollt,
dass jede Flache genau einmal auf der Ebene liegt.

Eine Auffaltung eines Polyeders entsteht, wenn man das Polyeder langs moglichst weniger
Kanten aufschneidet und dann seine gesamte Oberfliche zu einem ebenen Flachenstiick
biegt. Aus einer Auffaltung kann man dann mit einer minimalen Anzahl von Klebekanten
das Polyeder wieder zusammenfalten.

Eine Abwicklung ist stets auch eine Auffaltung, nicht aber umgekehrt: eine Auffaltung ist
nicht gezwungenermassen eine Abwicklung.

Das entstehende Netz sind ist eine Anordnung von nicht iiberlappenden, kantenverbundenen
Polygonen in der Ebene, die entlang der Kanten gefaltet werden konnen, um die Flachen
des Polyeders zu werden.

In der folgenden Abbildung ist ein Wiirfel abgewickelt.

HH A//
links
E F H’ E’ D"
D C
hinten oben
H" G/ F c”
H G
Al unten B/ rechts |cm
A B
vorn
D’ c’
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Der Quader wird zuerst auf die Vorderseite gelegt, dann nach hinten gekippt, dann nach

rechts, wieder nach hinten, nach rechts und zuletzt nach hinten. So haben alle Flachen den

Boden beriihrt.

E i F "
oben
links vorn rechts hinten
H’ A B G H
unten
H " G I

Die Auffaltung ist einfacher, man schneidet einfach Kanten auf, bis das Gebilde flach hingelegt
werden kann. Es gibt mehrere Moglichkeiten.

¥

M

e

Q/

6.1 Ubung Eine Ameise befindet sich auf einer Schachtel
im Punkt M. Im Punkt N gibt es ein Loch, durch das
sie hineingelangen konnte. Gesucht ist der kiirzeste
Weg zum Loch.

Wickelt man die Schachtel ab, so bleiben die Abstdnde
unverandert. Auf der Abwicklung ist der kiirzeste Weg
die Gerade von M’N’, die iiber die Ecke Q auf der
Kante fiihrt. Dieser Punkt ergibt sich als Schnittpunkt
der Geraden mit der Kante. Wir konnen dann den
vertikalen Abstand von Q’ zu Q iibertragen. <

Diese Ubung enthélt ein sogenanntes Optimierungs-
problem. Dabei sucht man ein Minimum, hier der
kiirzeste Weg. Optimierungsprobleme spielen in der
Realitat, z.B. in der Wirtschaft, eine sehr wichtige
Rolle.
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6.3 Oberflachen von Koérpern

6.3.1 Polyeder

Die Oberflache von Polyedern sind Polygone, die man auf Dreiecksform bringen kann. Die
Flachenbestimmung von Dreiecken und Rechtecken kennen wir schon.

Wiirfel, Quader

Die Abwicklung und Auffaltung des Quaders haben wir bereits dargestellt. Die Oberflache
besteht aus Rechtecken oder speziell auch Quadraten. Ein Quader mit den Seiten a, b und c
besitzt die Oberfliche

O=2-(a-b+a-c+b-c) , respektive 0=6a°.

Das Netz des Wiirfels ist besonders
einfach. Bs existieren 10 verschieden

Varianten. Z.B. kann man das einge-

farbte Viereck um jeweils eine Positi-

on nach rechts verrtiicken.

Das gezeigte Netz links ist keine Ab-
wicklung sondern eine Auffaltung. Das rechte Netz ist eine Abwicklung, denn den Wiirfel
kénnte man so liber die Kanten rollen.

Tetraeder

Das Tetraeder ist ein platonischer Korper mit vier gleichlangen
Kanten. Die Flachen sind gleichseitige Dreiecke. Die Kantenlange

3
=2

sei a. Dann folgt die Flache eines Dreiecks zu Fa a-5,und

alle vier Flachen
0 =3ad?.

Wie man erkennt, ist das Tetraeder eine spezielle Pyramide.
Die Hohe des Tetraeders ergibt sich aus der Hohe des Sei-

tendreiecks s und dem Abstand k zwischen Fusspunkt und
Mittelpunkt. Somit gilt h? = s? — k?. Wir kennen s = ?a.

Zudem sieht man an den dhnlichen Dreiecken, dass gelten K
. _ . : _ af2 _ 2a? _ _a :
muss k: a/2 : a/Zz. s, WOzmltzk = 45 =15 = 35 Somit
folgt h? = 3% -5 = %175‘1 = 2% Damit folgt s
2
h=4/za.
3

Pyramide

Wir betrachten die einfachste Pyramide, die gerade mit quadratischer Grundflache. Alle
vier Seitenflichen sind gleiche Dreiecke. Die verldngerten Hohenlinien gehen durch den
Mittelpunkt M.
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s "

S a/2

S/

Die Hohe der Pyramide ist aus dem Netz nicht direkt abzulesen. Mit dem Pythagoras gilt
mit der Bezeichnung der Abbildung fiir die Hohe h und die Lange der Kanten m:

a? / a?
h: 2—7 = 2 —_—
S 7 , m $“ + 1

Uber der Grundfliche kann man nicht beliebige Dreiecke zeichnen. Zum einen miissen die
Seiten, die zusammen eine Kante bilden, gleich lang sein.

—_————

S// NQ

Klappt man die Seiten hoch, so miissen sich die Dreiecksspitzen in einem Punkt S, der Spitze
der Pyramide treffen. Diese Bedingung impliziert, dass alle senkrecht zur entsprechenden
Grundlinie durch die Spitzen S; sich in einem Punkt schneiden. Es gilt somit:

Satz 6.1. Die Hohen der Seitendreiecke durch die Pyramidenspitze schneiden sich in der
Netzfigur im Hoéhenfusspunkt F der Pyramide.

Dodekaeder

Die Berechnungen am Dodekaeder und am Ikosaeder sind meist langwierig und miithsam.
Den Lesenden sei es iiberlassen, die Rechnungen nachzuvollziehen.
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Um zur Flachenformel zu gelangen, kommt man um einiges Rechnen nicht umhin. Es wird
ein gewisses Mass an Algebra vorausgesetzt. Ohne diese Kenntnisse muss man die Herleitung
in 6.6 iiberspringen.

Im Finfeck gelten folgenden Zusammenhange mit den Be-
zeichnungen de r Abbildung:

d:%(w\@) , h:%\/zﬁw

Daraus der Umbkreisradius

a
R= To‘/so+ 10V/5.
und der Inkreisradius
a
=—1/2 1
¥ 10\/ 5+10V5

Daraus folgt die Flache A eines Fiinfecks zu

A =1/25+10V5

Die Oberflache des Dodekaeders besteht aus dem Zwolffachen davon:

O = 3a21/25 + 10V/5.

6.3.2 Runde Korper

Zylinder

M=2rt-r-h h

27tr

u=2nr

Die Oberflache des Zylinders besteht aus Mantelflache M zuziiglich Grund- G und Deckflache
D. Also O =M + G + D. Dabei sind G = D = mir? und M = 27tr - h, also

O =2nr-h+2m-v? =2mr(r + h).
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Kegel, Kegelstumpf

Vom Kegel sind die Hohe h und der Radius r der kreisformigen Grundflache gegeben. Die
Grundflache ist einfach G = 7r?. Der Umfang der Grundfliache ist u = 27tr. Dieser muss
mit dem Rand des Mantels iibereinstimmen. Der Radius des abgewickelten Mantels, ein
Kreissektors, ist die Seitenlinge s. Mit dem Pythagoras gilt s2 = h% + 12 oder s = vh? + 2.
Der ganze Kreis hat die Flache 7ts?, der Sektor den Anteil im Verhiltnis zu den Umfingen,
d.h. 27tr : 7ts oder 1 : s. Somt folgt die Mantefliche zu M = gnsz = 7ir - s. Die Oberflache ist
die Summe von Mantelflaiche und Grundflache, also

O=mr’+mr-s=mnr(r+s).

Beim Kegelstumpf sind meist die Hohe und die zwei Radien
von Grund- und Deckflache gegeben. Die Hohe des Kegels

sei H und die Seitenlange des aufgesetzten Kegels sei s7. Tz‘

Damit folgt die Mantelfliche des Stumpfes als Differenz

M = 7rqi(s +s7) — rpsy = 7st1 + 7sq(r1 — r2). Mit dem h S

Strahlensatz gilt % = SJSF% und daraus s7 % =s+s7; und

s] = W oder s1 = T]SPTZ. Eingesetzt folgt: M = 7tsTy + T
%1:2) = 7sTy + sty = 7s(r7 + 12). Es ist zudem

s = \/h2 + (17 —12)2. Die gesamte Oberfliche ist somit:

O =n[rd + 15+ s(r1 +12)).

Wichtig 4. Die Oberflichen von nicht geraden zylinder- oder kegelférmigen Korpern ist
relativ kompliziert. (Fiir den Umfang von Ellipsen gibt es keine exakte Losung.) .
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6.4 Volumen von Koérpern mit Kanten

6.4.1 Prinzip von Cavalieri

F3

F2

Fq

Satz 6.1. Prinzip von Cavalieri Zwei Korper besitzen dasselbe Volumen, wenn alle ihre Schnitt-
flaichen in Ebenen parallel zu einer Grundebene in gleichen Hohen den gleichen Flacheninhalt
haben.

Anmerkung 6.2. Wir wissen, dass die Flache ei-
nes Dreiecks nur von Grundfliche und Hohe
abhangig ist. Zwei Dreiecke mit gleicher Ba-
sis und gleicher Hohe haben in jedem Schnitt
senkrecht zur Hohenlinie gleiche Strecken.

a
6.4.2 Das Quader
Das Volumen des Quaders ist durch die drei rechtwinkligen, senkrechten
Kanten a, b, ¢ gegeben zu:
C
V=a-b-c /,/.,. Ie g

Je nach Betrachtung kann man eine Flache als Grundflache wahlen mit beispiglsweise der
Flache a - b, dann ist das Volumen das Produkt von Grundfliche mal Hohe, hier h = c.

6.4.3 Das Prisma

Das Prisma besteht aus zwei kongruenten Polygonen
auf parallelen Ebenen, die durch parallel Kanten ver-
bunden sind. Die Polygone kénnen in Rechtecke ver-
wandelt werden und diese konnen in ihren Ebenen

verschoben werden bis die Kanten senkrecht auf den
Ebenen stehen, ohne gemass Prinzip ihr Volumen zu
andern. Entsteht ein Quader. Somit gilt einfach:

V=G-h

Schneidet man das Prisma senkrecht zu den Kanten, dann entsteht die Flache F aus der das
Volumen dann zu V =1 F folgt, wobei | die Kantenlange ist.
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6.4.4 Der Zylinder

Der Zylinder unterscheidet sich vom Prisma durch die

Form der Deck- und Grundflache. Die Form hat aber - ’
bis hierhin fiir das Volumen keine Rolle gespielt. Auch
hier gilt fiir den geraden und den schiefen Zylinder: h

Mit G = ntr? fiir den Kreiszylinder dann

V = 2nrh.

6.4.5 Die Pyramide

Wir bestimmen das Volumen einer geraden Pyramide mit quadratischer Grundfliche. Weil
es gemass Prinzip nur auf die gleiche Hohe ankommt, kann die Pyramidenspitze irgendwo
auf der parallelen Ebene mit der Hohe als Abstand liegen. Weil es nur auf die Grundflache
ankommt, kann man eine beliebige Flache in ein Quadrat verwandeln.

Der Wiirfel besteht aus 6 regelmassigen Pyramiden, fiir jede 7
Wiirfelfldche eine. Somit ist das Voluem der Pyramide Vp = %VW. 7 ///
Der Wiirfel hat das Volumen Vy, = a3 = 2h - a?. Gleichgesetzt o i ¢
folgt Vp = 2hCL2 Dabei ist a? gerade die Grundfliche G. Somit ‘\\ ~~~~~~~~ -
folgt allgemeln fiir die Pyramide mit Hohe h und Grundflache G: JJ‘ a\
1
V= gh - G. a=2h

Pyramidenstumpf

Der Pyramidenstumpf ist die Differenz zweier Pyramiden.
Meist sind Deckflaiche D, Grundflache G und die Héhe h
gegeben. Daraus muss man die Hohe der ganzen Pyramide
und der aufgesetzten berechnen. Dazu verwendet man den
Strahlensatz, wobei ja bei einer zentrischen Streckung die
Flachen sich wie die Quadrate der Faktoren darstellen.
L Deshalb lautet der Strahlensatz h; + h: VG = hy: VvD.
W VG Es folgt (hy +h)vD =h;v/G und hv'D = hy (VG — VD)
und endlich hy = \/E\/»\ﬁ Das Volumen ist die Differenz
V = ](G (h1 +h) —D-hy) = ](Gh—k h1(G — D)). Nun muss man wissen, dass gilt
G —D = (VG — vD)(VG + vD). Ubersichtlicher:

1]
1
]
1
1
1
1
1
1
]

1 1 hvD 1
V=3(Gh+h(G-D)) = Gh+\ﬁ \F D)):§(Gh+hﬁ(x@+x@))
= %h(G +vDVG +D)

Das Volumen ist also

V= %h(GJr\/GDJrD)

Man beachte: Wenn G = D ist, liegt ein Zylinder vor. Die Formel wird dann zu V =
1/3h(G+G+G)=G-h.
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Prismatoid**

Das Prismatotd, auch Prismoid genannt, ist eine Verall-
gemeinerung des Pyramidenstumpfs. Hier sind zwar Deck-
und Grundflache ebenfalls parallel, aber die Polyeder sind
nicht dhnlich. Die Formel benotigt die Flache auf halber
Hohe A. Damit wird die Volumenformel etwas abgedandert

zu:

V= %h(G +4A + D).

Die Seitenflachen des Prismatoids sind entweder Trapeze, Parallelogramme oder Dreiecke.

Die Formel heisst Kepler’sche Fassregel.

Die Herleitung der Formel kann man sich folgendermassen vorstellen: Als Erstes wahlt man
auf der Mittelebene einen Punkt P. Von Grundflache und Deckflache aus bildet man zwei
Pyramiden mit Spitze in P. Deren Volumen ist Gh/2/3 + Dh/2/3. Der Restkorper besteht
aus Pyramiden mit der Seitenflichen als Grundfliche und einer unbekannten Hche. Diese
Pyramide besteht aus deren zwei, eine iiber und ein unter der Mittelflache. Ein solche halbe,
rot gezeichnet, kann man halbieren, indem man die Grundfldche halbiert (gepunktete Linie).
Die eine dieser zwei kann man wiederum bestimmen als Flache A; mal halbe Hoéhe. A; ist
die Flache des Dreiecks mit dem Punkt P und zwei Eckpunkten auf der Mittelfache. Somit
folgt also, dass jede Seitenfliche eine Pyramide darstellt mit dem Volumen von 4A;-h/(2-3).
Summiert man diese Volumen fiir alle i, d.h. die Flache wird zu A, dann resultiert ein
Volumen von 4A - h/6. Alle drei Teile zusammen ergeben V = G% + D% + A‘%‘.

6.4.6 Der Kegel

Die Betrachtung des Kegels ergibt aufgrund der
Vorarbeit bei der Pyramide mit dem Prinzip
von Cavalieri sofort fiir das Volumen Grund-
flache mal Hohe. Wenn der Kegel speziell eine
kreisformige Grundfliche mit Halbmesser r auf-
weist, dann gilt noch

1 1

VZgGthT[TZh
Fiir den Kegelstumpf ist analog der Strahlensatz giiltig, so dass folgt
1
V= gh(G+vGD~I—D)

Der gerade mit kreisformiger Grundfliche besitzt das Volumen

1
V= ghn(r% +rir2 +73).
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6.4.7 Platonische Korper**

Tetraeder als Pyramide, Hexaeder der Wiirfel sind schon abgehandelt worden. Es bleiben
Oktaeder, Dodekaeder und Ikosaeder. Da alle diese Figuren sich durch gleichlange Kanten
charakterisieren, ist es tiblich, Flachen und Volumen durch die Kantenlange auszudriicken.

Oktaeder

Das Oktaeder besteht aus zwei regelmassigen Pyramiden mit
Grundfliche a? und der Héhe h. Diese errechnet sich nach
zweimaliger Anwendung des Pythagoras. Denn die Hohe in
einem regelmaéssigen Dreieck mit Kantenldnge a der Oberfla-
che ist d = /a2 + a2/4 = v/3a/2. Die Hoéhe der Pyramide
ist dann h = /d? — a2/4 = \/3a2/4 — a2 /4 = \/1/2a. Das
zweifache Pyramidenvolumen ist V = 2%(13 v2/2 oder

v
Vg

\%

Den Umkreisradius errechnet sich einfach zu R = %a.

Dodekaeder

Dieser Korper besteht aus 12 regelmassigen Fiinfecken.

Das Volumen ergibt sich als Summe von 12 Pyramiden mit Flachen A und der Hohe i, dem
sogenannten Innenkreisradius. Dieser betrdgt i = 551/250 + 110v/5 (siehe Kommentar 6.6).

Die Flache des Fiinfecks, wie oben gezeigt, ist A = %\/ 25+ 10v/5a?. Daraus ist V = 12%Ar10
oder schliesslich (siehe 6.6)

a3
V=05 +7v/5).

Die Oberflache ist zwolf mal die Filinfecksflache, also

O = 31/25 + 10v/5a°.

lkosaeder
ri=Y(G+V5) a A% i
V=564 V5) - a?

Die Oberflache ist erdenklich einfach, namlich 20 mal die Dreiecksflache des gleichseitigen
Dreiecks mit der Seitenlange a, A = %\/37(12. Somit

0=5V3-a?
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6.5 Kugelberechnungen

6.5.1 Die Kugel

Das Volumen der Kugel lasst sich iiber das Prinzip von Cavalieri bestimmen.

Dafiir eignet sich ein gerader Zylinder,
dem ein gerader Kegel herausgeschnitten

wurde. In der Abbildung sieht man einen
beliebigen Schnitt in der Hohe h. Bei der
Halbkugel ist eine solche Flache einfach

mit dem Pythagoras bestimmbar. Der Ra-
dius in der Hohe h ist R = v/r2 — hZ und
die Flache somit F = 7t(r2 —h?). Beim Zy-
linder hat der Kegel den Winkel 45° zur
Horizontale. Somit ist der innere Radius

in der Hohe h ebenfalls h. Der dussere

Radius ist r. Somit folgt die Flache zu

Abbildung 6.1 F = 7r? — mh? = n(r? — h?). Das Prinzip

ist also erfiillt. Das Volume der Halbkugel

ist also gleich dem Volumen ders Zylinder abziiglich dem Volumen des Kegels. Somit folgt

V=Vz;—Vk = 7rr2~h—%7tr2-h. Zusammen, mit h = r und verdoppelt Vkygel = 2[nr3(1-1/3)]
oder

V= —mr3.

3
Die Bestimmung der Oberflaiche der Kugel ist mit elemenataren Mitteln schwierig. Mit
der spater zu diskutierenden Infinitesimalrechnung wird es ganz einfach. Hier als Anstoss
folgende Uberlegung.

Wir denken uns eine Pyramide, deren Spitze im Kugelmittelpunkt liegt
und deren Grundfldche ein sehr kleines Flachenstiick F der Kugelober-

fliche ausmacht. Das Volumen der Kugel kennen wir, V = %7‘[‘[‘3

, und
das der Pyramide auch, S = %r - F. Die Anzahl kleiner Pyramiden, die

dasselbe Volumen aufweisen ist

7[%1‘3 B 47r?

Daraus folgt die Oberfliche der Kugel als
O =q-F=4nr?

Durch die sehr kleine Flache konnen wir annehmen, dass die Seitenlange der Pyramide fast
gleich ist mit dem Radius, welcher die Hohe der Pyramide darstellt.

6.5.2 Kugelteile

Die Berechnungen von Volumen und Flachen folgen einerseits durch das Prinzip von Cavalieri,
anderseits durch einen “Trick” mit fast unendlich kleinen Fldchen als Plausibilitdt. Spater
werden wir die Formeln mit der Infinitesimalrechnung herleiten konnen.

Kugelabschnitt, Kugelsegment, Haube, Kalotte
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Der Kugelaschnitt oder -segment entsteht durch eine
Schnittebene durch die Kugel. Seine Mantelfliche nennt
man Haube oder Kalotte. Es gibt verschiedene Formeln,
je nach dem, welche Angaben gegeben sind, ndmlich die
Radien oder die Hohen.

Mit der Vorarbeit und unter Wiederanwendung des
Prinzips von Cavalieri kann man das Abschnittsvolu-
men als Differenz bestimmen (siehe Abb. 6.1). Das

Volumen des Kugelteils ist als Zylinderanteil minus

Kugelstumpf zu berechnen.

Als Zylindervolumen minus Kegel-
stumpfvolumen folgt: T(TZ'TL—%TITE(TZ—F
Ty + T%) mit r) = r —n. Damit

folgt {

2

?)

V=mnr ~n—%nn(r2+r(r—n)+(r—n)

Abbildung 6.2

]
:7TT2'Tl—gTUT[T‘Z—l-TZ—TTL—i-rZ—ZTTl—i-TLz]
2

]
=7r°-n— ngTEBTZ — 3 +n?]

= %ﬂnBrn —n?
= %mxz(&‘ —n)

Die Mantelfliche M und die Oberfliche O folgen aus der Vermutung, dass die Oberflache
proportional zum Volumenanteil ist. Wieder konnte man sich den Ausschnitt der Kugel als
Summe kleinster Pyramiden mit Volume Fr/3 vorstellen. Dazu bestimmen wir das Verhaltnis
von Kugelausschnitt und Kugel. Der Ausschnitt ist, Vorgriff auf den Kugelausschnitt, Va4 =

%m‘zn. Somit folgt mit den Formeln fiir die Kugel, O = 4mr? und V = %7’0‘3 sodann

2.2
£7r°n n
M = 4mr? 34 = 4mr? — = 27trn
§7TT3 2r

Zusammengefasst also

M = 27trn , 0 =2 + n(r? — (r —n)?) = 27rrn 4+ 7 (2r — n)

Kugelausschnitt, Kugelsektor

Da Volumen des Kugelsektors ist einfach das Volumen des Abschnitts plus das Volumen des
angrenzenden Kegels. Also:

V= %7‘[1’12(31‘ —n)+ %(T‘ —n)n(r? = (r—=n)?)
= —m?(3r—n) + %(r —n)7(2rn —n?)

1
= gn[Srnz —n3 4+ 2r¥n—m? —2m? +n’

= %H[ZTZTL]
= gT[TZTI.
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Kugelschicht, Kugelzone

Wir bemiihen nochmals Abb. 6.2. Die Schicht hat dasselbe Volumen wie der Kegelstumpf
mit Hohe h. Esist r1 =r—s und r = r— s — h. Somit

1
V = nr’h — gh(r% + 1117 + r%)

:nrzh—%h((r—s)z—l—(r—s—h)(r—s)—i—(r—s—h)z)
ZT[Tzh—%h((T‘—S)Z-l-(T‘—S)z—]’L(T‘—S)+(T—S)2—2h(T—5)+h2)

— ?h %hB(r —$)2—3h(r—s)+hY

6.1 Ubung Bestimmen wir Volumen und Oberfliche eines Kugelkeils
mit Winkel o« = 27°. Den Kugelkeil kann man sich als Apfelstiick
vorstellen.

Die Losung ist erdenklich einfach: Das Volumen ist anteilsméssig gege-
ben als V = 32770%7[1"3 = %71r3. Die Oberflache ist zusammengesetzt:
der Mantel als Anteil 4nr2% plus zweimal die halbe Kreisscheibe,
also 7tr2. Zusammen O = 47’[1'2% +7tr? oder V = ﬁTz[% +1] = gm“z.

<

6.2 Ubung Gefragt wird nach dem Volumen des Kugelrings, wie in
der Abbildung dargestellt.

Das gesuchte Volumen ergibt sich aus der Differenz von Vollkugel
minus Zylinder und zwei Abschnitten. Die Héhe des Zylinders ergibt
sich mit Pythagoras zu zweimal s = h/2 = v/r2 — a?. Daraus das
Zylindervolumen V; = 2ma? - s = 4ma®s. Der Abschnitt hat die

Volumenformel V, = %7‘(1’12(31' —n). BEs ist n =r—s. Deshalb V), =

%ﬂ(r —5)2(2r +s). Alles zusammen:

4 1
V= §7TT3 — 2ma’s — 2§7t[(r —$)2(2r+s)]

4 2
= gnr3 — 2ma’s — grt[(rz — 25T+ 82)(2r +3)]

= gnr3 — 2ma?s — %71[21‘3 —Ast? 4+ 2821 + 512 — 2521 + §3)

4 2
:%_ 2ma’s — gﬂ[}f{— 3st2 + 53]

2
— _2ma?s — 77t[—33‘r2 + 83]

3
2
= 27msr? — 2ma’s — 5733 =2ms(r? — a? — 1/3s%) = 2ms(s? — 1/3s%)
2 4
= 2n§s3 = gns3

oder mit a anstatt s:
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6.5.3 Drehkorper

Drehkorper oder Rotationskdrper entstehen, indem eine geschlossene Kurve oder eine offene,
welche die Achse an beiden Enden beriihrt, um eine Achse vollstdndig rotiert wird. Die
Kurve soll sich nicht schneiden. Das Kurvenstiick heisst Erzeugende.

Ellipsoid

Wir haben bei der Ellipse gesehen, dass ihre Fldache durch die
zwei Achsabschnitte gegeben ist, wobei jeder Abschnitt einen
Radius ersetzt, also anstatt wie bei Kreis v - r wird a - b ersetzt.
Beim Volumen ist es dhnlich, anstatt r-r-r folgt a-b - c oder

vollstandig:

4
V= gT[Cle.

Wir haben auch erwahnt, dass der Umfang der Ellipse nicht mit einer geschlossenen Formel
angegeben werden kann. Das filhrt dazu, dass fiir die Oberflache auch keine Formel existiert.
Man benutzt Naherungen.

6.5.4 Torus

Ebenso hier wollen wir nur das Resultat angeben, denn die Be-
rechnung gestaltet sich. Es gibt zwar die recht allgemeinen soge-
nannten Guldinischen Regeln. Sier erfordern Schwerpunkte und
Erzeugende. Kurzum

V = 2% ar? , O = 4n?ar.

Wir werden noch Methoden kennenlernen, mit denen man die
hier unerledigten Aufgaben noch 16sen kann.

** Die Plausibilitat sagt, dass das Verhéltnis von Flache zu Volumen eines kleinsten Torus-
stiicks der Hohe s (Bogenlinge) mit Fliche f = 27r - s und Volumen v = 7tr? - s gleich ist
zum Verhaltnis des ganzen Korpers, also f: v ="F: V. Daraus F = {V. Damit folgt durch
Einsetzen:

_ 2mrs

2
F="21%ar? = 22n%ar? = 47%ar.
2
TIr*s T
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6.6 Zusammenfassung stereometrischer Formeln

Formel 6.1 (Volumen und Oberflachen).

Korper Volumen F Mantel M, Oberflache O
Parallelepiped (Spat) G-h 2 - (ahq + bhy +che)
Quader a-b-c 2-(ab+ ac+ be)
Allgemeines Prisma G-h 26+M
Zylinder n-r2-h 2nr - (r+h)
Pyramide %Gh G+M
Pyramidenstumpf Ih (G +GD + D) G+D+M
Prismatoid Th(G +4A +D) —

Kegel %G G+M

gerader Kreiskegel % -2 h (r-m-(r+s))
gerader Kegelstumpf %ﬂh(r% + 71112 +715) m‘% + nr% + 7s(r1 +12)
Tetraeder 11—2 a3v2 a2/3
Hexaeder (Wiirfel) al 6-a’
Oktaeder %a3 V2 2a%V/3
Dodekaeder %a3(15 +7/5) 3a%v/25+10V5
Tkosaeder %a3 (3+5) 5a2v/3

Kugel 3ol 4.7 12
Kugelsektor (Abschnitt)/Haube 2mr?h 2.-r-m-h
Kugelsegment (Ausschnitt) h23 . (3r—h) 2.r-m-h+mh?(2r—h)?
Kugelschicht (Zone) %7’( h(3-a?+3-b2+h?) m-(2-7-h+a?+b?)
Ellipsoid $-ma-b-c -

Torus ™ o 1R 17 4?2 -R-r
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Langere Berechnungen

Flache des regelmassigen Fiinfecks

** Im Fiinfeck erkennen wir die Ahnlichkeit des roten und des
orangen Dreiecks. Deshalb sind die Seitenverhaltnisse gleich. Es
gilt: d: a = a: (d — a). Durch Umformung folgt d(d — a) =
a?. Wir suchen d aus der Seite a. Somit d2 — ad = a? oder

d? —ad + QTZ — QTZ = a?, mit der binomischen Formel dann
(d_%)z = 5 a’. Weiter d—§ = \/Ea und d = %—i—\/ga womit
d=$ +\f Daraus folgt h? = d? — ‘172 =(d—$)(d+9) =

a‘zf 2+\f27 i (2v/5 +5) und deshalb

- %\/2\/§+5.

Der Umbkreisradius folgt aus der Heron’schen Flichenformel zu R = %3¢ mit den Seiten und der

b-c

Dreiecksfliche. In unserem Fall mit F = ah/2 folgt mit den obigen Formeln fiir d und h

C1da 190+VE? a(14VE)
4ah/2 29\/2V5+5 42545
al+2V5+5 V5-— zﬁ

=2 \/2\[ — \/5 lerweitern Init\/a

_ m\fs(“z\/%)( 5+2V5)
= 5V + VB2V —5) = /500 465 + 526215
= 8[54 +6v5 +5)(5 - 2v5) = 2% \/10(7 + 3V5) (5~ 215)

a a
= 70\/10[35f 14V5+15V5 — 30] = 71/1005 + V5]

und somit
a
ﬁ\/ 0+ 10V/5.

Der Inkreisradius ist gegeben aus r = % mit U = a+b+c dem Umfang des Dreiecks, hier U = 2d+a.
Somit

\/RZ o? \/250 10V/5) a?
N ~ 7 Vit By

- %\/5o+ 10v/5 — 25 = %\/25+ 105

Die Flache des Fiinfecks ist die Summe der finf Dreiecke mit Hohe r und Grundseite a:

F= 5—75a \/25+10\[—a7\/25+10\f

Damit die Oberflache des Oktaeders als das Zwolffache

O =3a?\/25 +10V/5.
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Dodekaeder Aussen- und Innenradius

Dieser Korper fordert den grossten rechnerischen Aufwand, um Flachen und Volumen zu bestimmen.
Das beginnt schon mit dem regelmassigen Fiinfeck als Herausforderung.

Gemass Zeichnung suchen wir die Grossen R und r. Der Weg fiihrt {iber x. Bekannt sind schon h, a
und rf, der Innenradius der Flache. Es gilt der Pythagoras

h?=x?+ (x—a/2)?> =x*> +x? — ax + a*
=2(x* —ax/2) + a?/4

\/zf+5 2[(x — a/4)2 — a%/16] + a2 /4
a? 51
Tz\f+5 =2(x—a/4)? +a 3

2

%(4\/§+10—1):2(x—a/4)2

(4\f + 9) (x — a/4)? [radizieren

VAV5E+9 =x—a/4
\/4\f+9+—
(V4V5+9+1)

& e c\‘g

-Mc -Ms:

Es gilt das nicht Offensichtliche:
9+4v5=(2+V5)2 =4+4V5+5)

Damit

a
Nun folgt fiir R mit Pythagoras

RZ:x2+a2/4—ﬁ(3+\[ 4)

T (9+6V5+5+4)

\/18+6V5

_.
0\ N

No
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Und nun der Innenradius v mit h = 5 v/ 25 +5 und 1F = ToV25+ 10V/5 (siehe 6.6):

_r2

R? — (h—r1p)?

%(18+6\/§) —[SV5+2v5— /25 + 10%5]2

%(18—1—6\@) - %2[\/5+z£— %\/25+ 10\/5]2

a? a? 1 2

E(18+6x/5) — I{(5+2\/§+ 55(25+ 10V5) — : (54 2v/5)(25 + 10x/§}
aZ

2
(18 4 6v/5) — 41%[(6+ %\@— é\/125+5o\f5+50¢5+ 100]

—_
(o)}

Der Ausdruck 125 + 50v/5 + 50v/5 + 100 = 225 4 100v/5 ist ein Quadrat von 10 + 5v/5, denn
(10 4+ 5v/5)2 = 100 + 100v/5 + 125. Also

2 42y, 12 o 2
(18+6V5) — = |(6+ = V5 Z(10+5V5)

o —

(18+6\/§—4[6—4+§\/§])

(18+6\f5—8—8\/§)

5
30-2
=7 (10+T 5)

aZ

- 16-25

- 5% 5% 5 % a8

(250 + 110v/5)

Damit folgt die Wurzel

a /
== = .

Volumen Dodekaeder

Das Volumen ergibt sich als Summe von 12 Pyramiden mit Flichen A und der Hohe ri, dem
sogenannten Innenkreisradius. Dieser betrdgt i = 551/250 + 110v/5 (siehe Kommentar 6.6). Die
Flache des Fiinfecks, wie oben gezeigt, ist A = JTV 25 4+ 10v/5a?. Daraus ist V =12 - %AriO oder

11
vz1z-g-Z\/25+1o\f5a2-%\/250+110\f5
37
‘;\/m[(z5+1o\fs)(zs+n\/§)}
3
—‘12\/110[625+275\/§+250\/§+no-5}
a3\/1 a3\/4
=5 ﬁ[”75+525\/§]_f ﬁ[25(47+21ﬁ)]
(13
=7 470 + 2105

Nun kann man raten, ob der Ausdruck in der Wurzel als (x + y\/g)z darstellbar ist. Der mittlere
Term folgt zu 2xyv/5 = 210v/5. Eine Faktorisierung ist 210v/5 = 2 - 15 - 7\/5. Damit folgen z.B.
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x? =152 = 225 und y? = 72\/52 =49 .5 = 245 und x* + y? = 470. So haben wir gefunden:
470 + 210v/5 = (7+/5 + 15)2. Woraus schliesslich

(13
V= 7“5 +7v5).

Die Oberflache ist zwolf mal die Fiinfecksflache, also
0 =3/25+10v5a?%.

Volumen lkosaeder

Die Berechnungen laufen dhnlich ab wie beim Dodekaeder, d.h. man braucht den Inradius aus dem
Aussenradius. Das gleichseitige Dreieck ist aber etwa einfacher als das Fiinfeck.

Wir stellen auch hier fest, dass es drei spezielle Kugeln gibt. Zum einen die Umkugel, welche durch
die vom Mittelpunkt entferntesten Ecken geht mit R. Die Inkugel, die die nachsten Flachen beriihrt
mit r und die dritte, welche die Kanten beinhaltet mit Radius x. Ein Schnitt zeigt das Sechseck, das
aus zwel Kanten a und vier Mittellinien des Dreiecks h gekennzeichnet ist. R geht durch die Ecken
der Kanten a und g, x durch h und h und r steht senkrecht auf h.

Wir beginnen mit der Hilfsgross x, wobei h = v/3a/2 ist:

C I h? =x2 + (x — a/2)?
; X_\a‘(-z é(12 =2x* —ax + o
- ’ - ,", K 4 B 4
R a/2 1
a / \\‘ '_ 'l E(12 — 2[(X _ a/4)2 _ (12/1 6]
M x ‘ 13 2 2
; ; 7@ +a°/8=2(x—a/4)
o2
5 4+ 1) =20x—a/4)?
N 2
\ a
N i 2(5) = (x — a/4)?
16
a? =x—a/4
1
x:a§+a/4:a +4\@
Mit Pythagoras folgt fiir R:
2
R* =x? +(a/2)* = azi(1 +];/§) +a?/4
14+2vV5+5)2  4a?
— 2 i
-« 16 16
_ ,(10+2v5)2
16

Damit



6-28 KAPITEL 6. OBERFLACHEN UND RAUMINHALTE

Und fiir den Innenradius Folgendes. Man beachte, dass die Inkugel die Dreiecksflache auf der Hohenlinie
im Schwerpunkt des Dreiecks beriihrt, der 1/3h von der Basis und 2/3h von der Spitze des Dreiecks
entfernt liegt.

r? =R?—(2h/3)?
10+2V5 4
_ 42 _ 1242
=a 1 93(1 /4
10+2v5 1
_ 2 _
=o' 3]
1
:a2@[30+6\/§—16]
1

_ 2
T

[14+6/5]

Mit der Identitdt 14 + 6v/5 = (3 4+ v/5)? folgt

= a24]—8(3+ V5)?)

r:a€(3+\/g)

Nun berechnen wir eine der 20 Pyramiden aus Seitenfliche(A = %‘/3 mal Innenradius durch 3:

V= 201q§(3 n ﬁ)(“zf)

312
B+VE)(})

= Qa —_—
3-12-412

5
_ .3
=a 712(3+\f5)

Die Oberflache ist einfach 20 Mal die Dreiecksflache

O =20V3a?/4 = 5v3a2.
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Anmerkung 6.2. In vielen praktischen Aufgaben wird mit Korpern aus Beton, Stein, Holz
oder Stahl gerechnet, sowie Fiillungen von Hohlkorpern mit Fliissigkeit. Dabei wird die
Masse (leider auch als Gewicht bezeichnet) ins Spiel gebracht. Die Verbindung von Volumen
und Masse wird iiber die Dichte, auch spezifisches Gewicht genannt, hergestellt. Die Dichte
ist eine Materialeigenschaft, die in kg/m?> angegeben wird. Die Dichte ist die Masse in kg
eines Volumens von m3. Ein Kubikmeter Wasser hat eine Masse von 1000kg. Die Dichte von
Wasser ist 1000kg/m3. Man kann sie auch zu 1g/cm? darstellen.

Aufgaben

0.3 Bestimme das Volumen einer Pyramide der Hohe h = 12 mit der Grundfliche G = 100.
3 Gemadss Formel folgt V = %hG =100-12/3 =400.

0.4 Ein gerades vierseitiges Prisma hat 9 Liter Inhalt. Seine Grundflache ist ein Rechteck von 15 cm
mal 18 cm Seitenldnge. Berechne die Oberflache.

4 Das Volumen von 9 Liter entspricht 9-103cm? = 9000cm?3. Die Héhe ist h = 9000/18/15 = 100/3 ~
33.33

0.5 Eine Milchpackung ist ein Tetrader. Wie gross ist die Kantenldnge bei einem Volumen von 1 Liter?

a®

5 Das Tetraeder ist eine Pyramide mit Volumen V = v/2 - 7> = 1000. Somit ist die Kantenlidnge

a= /12980 =20.4cm.

0.6 Bestimme das Volumen des Beckens. Grund- und Deckflache sind parallel mit Abstand 1 = 45. Es

misst a =12, b =24, c =36 und h = 16.
a

| —— ‘
' 1

b
6 Wir haben einen Pyramidenstumpf vor uns mit Grundfliche G, Deckfliche D und Hohe 1. G und
D sind &hnlich. Fiir das Trapez G folgt G = h% = 16 - 30 = 480. Weil a proportional zu c ist
und gilt ¢ = a/c = 1/3 folgt D = G/q%> = G/9 = 60. Sodann die Formel fiir Pyramidenstiimpfe

V = 1UG + VGD + D) = %2(480 + 60 + V60 - 480) = 15(540 + V60 - 8 - 60) = 15(540 + 60v/8) =
15(540 + 120v/2) ~ 10646.

0.7 Bestimme das Volumen des Tanks. Er besteht aus einem Zylinder und zwei Kugelabschnitten. Es
ist r=12m, 1=7m, R=8m und h = 0.4m. Wir gross ist die Masse, wenn er mit Milch mit Dichte
1030kg/m? gefiillt wird?

A
y

%
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7 Der Zylinder hat das Volumen V; = nr?l = 711.227 = n1.44 - 7 = n10.08 ~ 31.67m3>. Eine Haube

fasst gemdss Formel V, = 27R%h. Dabei bestimmt sich h als h = R — s mit s> = R? — 12 oder
s =64 —1.44 = \/62.56 ~ 7.909. Also h = 8 — 7.909 ~ 0.091m. Daher V, = %7164 -0.091 ~ 1.220.
Gesamthaft V =V; +2V, =31.674+2-1.22 = 31.67 + 2.44 = 34.11m3.

0.8 Bestimme das Volumen des Dachstuhls. Zuerst mit Variablen, dann mit Werten. Es ist s = 10m,
a=12m, l; =50m und 1, = 15m.

%

B B EEEEE—

8 Den ganzen Dachstuhl kann man sich in 5 Elemente aufgeteilt denken. Links beginnend ein Prisma
der Hohe 1;. Dann ein eine Pyramide als Ubergang (blau), die quadratische Pyramide, wieder eine
Pyramide wie vorhin und nochmals ein Prisma.

AN

Das erste Prisma mit G = a-h/2 = a+/s?2 — (a/2)2. In Zahlen G = 12- /100 —36/2 = 6 - 8/2 = 24.
Das Prisma hat das Volumen V; = G -1y = 24 - 50 = 1200. Die blaue Pyramide hat ebenfalls
die Grundfliche G, die Hohe h = a/2 = 6. Damit das Volumen V, = Gh/3 = 144/3 = 48. Die
quadratische Pyramide umfasst das Volumen V3 = a?\/s2 — (a/2)2/3 = 144 - 8/3 = 48 - 8 = 384.
Dann V4 = V5. Das letzte Prisma hat V5 = G-1, = 2415 = 360. Zusammen V = V7 +2V5 +V3+ V5 =
1200 + 2 - 48 + 384 + 360 = 1200 + 96 + 384 + 360 = 2040.

0.9 Eine Kugel hat ein Volumen von 1m?3. Wie gross ist seine Oberfliche?

9 Die Formel sind V = 3nr® und O = 4nr?. Auflésen nach v gibt v = {/3¥ und eingesetzt O =

2
Arr? =4nif 3L = §/3m3LYS = V/An9V2 = V/36mV2. Mit Zahlen O = v/36m ~ 4.84m?.

0.10 Zur Herstellung von Schraubenmuttern verwendet man Rohlinge, sechseckformige Stiicke mit
einer Breite von 8mm, eine Bohrung von 4mm Durchmesser und einer Hohe von 5mm. Die Dichte
des Stahls ist 7800kg/m?>. Wieviele solcher Teile lassen sich mit 15kg Stahl herstellen?
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10 Wir berechnen das Volumen der Mutter als Differenzkdrper von sechseckigem Prisma und Zylinder
(im Innern). Fiir das Prisma gilt V; = Gh mit G = 3v3a? = 3364 und V; = 3V3a? =
%\/§64 -5 = 480+/3. Der Zylinder hat das Volumen V> = 7mr? - h = m4 - 5 = 20m. Als Differenz
V =V, —V, = 480v/3 — 20t = 768.55. Einheit ist hier (mm)3. Die Anzahl ergibt sich aus N =

e3 55mn1§§%00k9/m3 = =3 55m;153]fg Sg7om3 - Wir miissen die Einheiten vereinheitlichen, z.B. mit
.. . _ 15000g _ 15000 .
Langen in cm und Masse g. N = 076855cm3 7.8g/cm? = 5.995 2500.

0.11 Im Quadrat mit Seite a ist die Abwicklung eines Kegels ersichtlich. Wie gross ist dessen Volumen?

11 Der Umfang des kleinen Kreises mit Radius r, der Grundflache, muss gleich sein der Lange des
Viertelkreisbogens. Die Hohe des Kegels ergibt sich aus der Mantellange s mit dem Pythagoras. Die
Hohe ist h = v/sZ — r2. Von der oberen linken Ecke bis zum Beriihrungspunkt hat man die Linge
TV2+7. Es muss also gelten fiir die Diagonale der Linge v2a = s+7(1 +sqrt2). Die zweite Bedingung
ist der Umfang: %27‘[3 = 27tr, womit %s =71 und s = 4r. Eingesetzt in die Diagonalbedingung folgt
V2a =4r+ (1 +v2) = (5 + v2). Somit
T= av2
5442

0.12 ** Eine Pyramide mit Héhe h = 11cm hat als Grundfliche ein 100cm? grosses regelmissiges
5-Eck. Wie gross ist die Mantel- und Oberfliche?

12 Aus der Grundfldche berechnen wir die Kantenlinge des Fiinfecks. Es gilt G = av/25 + 10v/5 = 100.

Damit a = \/251 ofo\/g = 61§§2 = 14.53. Die Hohe H der dreieckigen Seitenflache folgt mit dem
n ;

Pythagoras, wobei die Pyramidenhohe h und der Inkreisradius v = 15V 25 + 10v/5 die Katheten

bilden. Somit
, ., a? 14.532
H?=h +m(z5+1o\/§):121+ 150 (25 +10V/5) = 121 + 100 = 221

Daraus folgt H ~ /221 = 14.87. Die Mantelfliche ist M =5-H-a/2=5-14.87-14.53/2 = 540.15.
Zur Oberflache fehlt noch die Grundfliche G = 100, also O = 640.15.

0.13 Bestimme die Masse des Senklots (Senkblei) mit einer Dichte von 14g/cm?, Es besteht aus einer

Halbkugel und einem Kegel mit den Abmessungen der Zeichnung.
A

15cm

Y

13 Der Korper besteht aus einer Halbkugel mit Volumen V; = %%”@ = 27”(4.5)3 = 190.85 und Kegel
mit V, = $hG = 110.5m4.5? = 223, zusammen V = 413.85cm>. Die Masse ist m = 413.85 - 14 =
5793.7 oder 5.794kg.
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